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К РАСЧЕТУ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКИХ СОСТАВНЫХ
СТЕРЖНЕЙ*

Исследуются пространственные составные стержни переменного сечения по длине, включающие в 
себя ветви тонкостенного открытого профиля, имеющие криволинейное или ломаное очертание 
контура. Ветви стержня соединены между собой многопанельными структурными связями. 
Использованы основные положения общей теории упругих пространственно работающих состав-
ных стержней, разработанной А. Р. Ржаницыным. Крутящий момент считается передающимся по 
длине панелей стержня за счет собственной крутильной жесткости ветвей и жесткости структурных 
связей. Осуществлена замена системы дифференциальных уравнений системой уравнений в конеч-
ных разностях, в которую введены параметры, учитывающие физическую и геометрическую нели-
нейность решаемой задачи. Использованы полученные нами выражения для определения эквива-
лентных модулей деформаций, учитывающих неупругую работу ветвей и связей между ними, а 
также выражение для определения податливости составного стержня на кручение. Приведенное ре-
шение позволяет выполнить пространственный деформационный расчет неупругого составного 
стержня при конкретных граничных условиях. 
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Рассматриваются пространственный изгиб 
и осевая деформация упругопластического со-
ставного стержня. Используются основные по-
ложения общей теории пространственно рабо-
тающих составных стержней, разработанной 
А. Р. Ржаницыным [3]. Крутящий же момент 
считается передающимся по длине панелей 
стержня за счет собственной крутильной жест-
кости ветвей и жесткости структурных связей.

Используется система дифференциальных 
уравнений, описывающая напряженно-деформи-
рованное состояние упругого пространственно 
работающего составного стержня постоянного 
сечения по длине с упругоподатливыми связями 
сдвига, имеющими постоянную жесткость по 
длине стержня, и абсолютно жесткими попереч-
ными связями. Эта система уравнений предна-
значена для определения усилий в n продольных 
связях сдвига составного стержня. В данной ра-
боте осуществлена замена указанной системы 
дифференциальных уравнений системой урав-
нений в конечных разностях, в которую введены 
параметры, учитывающие физическую и геоме-
трическую нелинейность решаемой задачи. Про-
дольная ось составного стержня, включающего в 
себя n ветвей, делится по длине на m равных ча-
стей с образованием участков между смежными 
сечениями j и ( j + 1) длиной c. Контур попереч-
ного j-го сечения d-й ветви длиной sdj делится на 
p, в общем случае, неравных частей с расстояни-
ем между смежными узлами разбиения υ и υ + 1, 
равным sdjυ. Применяется метод шагового нагру-
жения стержней [1].

Данная работа выполнена в развитие иссле-
дований, опубликованных нами в [6]. В соот-
ветствии с перечисленными выше расчетными 
предпосылками полная система уравнений, 
включающая в себя уравнения приращения 
сдвигов в швах составного стержня, уравнения 
изгиба в конечно-разностной форме и уравне-
ние кручения составного стержня в целом на k-м 
шаге нагружения будут иметь вид
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где )k(
j – угол поворота j-го поперечного сече-

ния составного стержня на k-м шаге нагружения; 
)k(

igj  – коэффициент жесткости связей сдвига 
ig-го шва, соединяющего между собой i-ю и g-ю 
ветви составного стержня, на k-м шаге нагруже-
ния; )k(

igjT  – суммарное сдвигающее усилие в ig-м 
шве, накапливаемое по длине составного стерж-
ня от его начала до j-го поперечного сечения;
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здесь )k(
ig  – сдвигающие усилия, действующие в 

ig-м шве составного стержня на k-м шаге нагру-
жения; 
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aig – число связей сдвига, соединяющих i-й 
стержень с другими стержнями (не считая g-го 
стержня); big – число связей сдвига, соединяю-
щих g-й стержень с другими стержнями (не счи-
тая i-го стержня); cig – число связей сдвига, не 
примыкающих ни к i-му, ни к g-му стержням; 

)k(
j  и )k(

j  – перемещения составного стержня 
в плоскостях y0z и x0z; )k(

rjM – крутящий момент 

в j-м сечении; )k(
xjM и )k(

yjM  – выражения для 
определения изгибающих моментов в главных 
плоскостях инерции j-го поперечного сечения 
стержня, составленные с учетом влияния пере-
мещений )k(

j , )k(
j  и )k(
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Коэффициенты при неизвестных и нагрузоч-
ный член в (1) определяются из выражений
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где )k(
igj , )k(

ilj , )k(
grj  и )k(

luj – разности сек-
ториальных координат положения швов в j-м 
поперечном сечении, отнесенные к стержням i 
и g, i и l, g и r, l и u соответственно при k-м шаге 
нагружения (ветви l и u не являются ни i-ми, ни 
g-ми ветвями); ∆xigj и ∆yigj, ∆xilj и ∆yilj, ∆xgrj и ∆ygrj, 
∆xluj и ∆yluj – разности координат центров тяже-
сти j-х поперечных сечений ветвей i и g, i и l, g 
и r, l и u, составляющих стержень; )k(

cijaE  и )k(
cgjaE  – 

секущие модули деформаций для осевых воло-
кон j-х поперечных сечений соответственно i-й и 
g-й ветвей стержня при k-м шаге нагружения; Aij 
и Аgi – площади j-го поперечного сечения ветвей 
i и g соответственно; )k(

xjM  и )k(
yjM  

– изгибаю-

щие моменты в j-м поперечном сечении состав-
ного стержня от внешней нагрузки при изгибе 
в плоскостях y0z и x0z на k-м шаге нагружения 
соответственно; )k(

ijN  и )k(
gjN  – продольные силы 

в j-м поперечном сечении ветвей i и g состав-
ного стержня от внешней нагрузки на k-м шаге 
нагружения; )k(equ

dj1E  и )k(equ
dj2E – эквивалентные 

модули деформаций для j-го поперечного сече-
ния d-й ветви составного стержня, учитываю-
щие сжимаемость оси ветвей стержня, влияние 
деформаций сдвига материала ветвей и разви-
тие пластических деформаций при их изгибе в 
плоскостях y0z и x0z соответственно при k-м 
шаге нагружения; выражения для определения 

)k(equ
dj1E  и )k(equ

dj2E  в (1) были получены и опубли-
кованы автором данной статьи ранее в [4], [5].

В (1) угол )1k(
rj1 – угол поворота вокруг цен-

тра жесткости )1k(
jc  j-го узлового поперечного 

сечения пространственной панели на (k-1)-м 
шаге нагружения от действия единичного кру-
тящего момента M1rj. При действии этого мо-
мента смежные основания пространственной 
панели составного стержня повернутся относи-
тельно друг друга. Под действием силы )1k(

rjiF , 
приходящейся на i-ю плоскую грань простран-
ственной панели, произойдет смещение этой 
грани на величину )1k(

ji
)1k(

rj1
)1k(

ji r , где 
)1k(

jir  – длина перпендикуляра, опущенного из 
точки )1k(

jc  на контур i-й грани. С учетом ска-
занного уравнение равновесия крутящих момен-
тов в j-м сечении будет иметь вид
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rji1M  – крутя-
щий момент по торцам i-й ветви пространствен-
ной панели составного стержня, определяемый 
по [2]:
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В (7) и (8) приняты следующие обозначения: 

αji – угол наклона оси раскоса к проекции оси 
стержня на плоскость i-й грани панели; )1k(

sjiE
и Asji – модуль деформаций осевых волокон и 
площадь поперечного сечения раскоса i-й грани 
пространственной панели; loji – длина простран-
ственной панели; )1k(

jiC  и )1k(
tjiC  – жесткости 

соответственно при стесненном и чистом круче-
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нии i-й ветви в j-м поперечном сечении состав-
ного стержня при (k – 1)-м шаге нагружения, 
определяемые из выражений 
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где )s(E )1k(
cdj  – линейная функция, аппрокси-

мирующая функцию секущего модуля )1k(
cdjE  

по его значениям в узловых точках υ и (υ + 1) 
контура sdj j-го поперечного сечения d-й ветви 
при (k – 1)-м шаге нагружения; )s(J dj

)1k(
dj  – 

момент инерции при стесненном кручении еди-
ницы длины линии профиля sdj j-го поперечного 
сечения d-й ветви при (k – 1)-м шаге нагруже-
ния; )s(G dj

)1k(
dj  – линейная функция, аппрок-

симирующая функцию модуля сдвига )1k(
djG  по 

его значениям в узловых точках υ и (υ + 1) кон-
тура sdj j-го поперечного сечения d-й ветви при 
(k – 1)-м шаге нагружения; )s(J dj

)1k(
tdj  – момент 

инерции при чистом кручении единицы длины 
линии профиля sdj  j-го поперечного сечения d-й 
ветви при (k – 1)-м шаге нагружения.

Модули )1k(
djG  и )1k(

cdjE  связаны между собой 
зависимостью
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где )1k(
dj  

– коэффициент Пуассона, определяе-
мый по формуле:

,
)21(

2
1

2
1 )1(

)1(

o

o
k

cdjk
dj E

E

 
(12)

здесь Eo и μo – модуль деформаций Юнга и коэф-
фициент Пуассона в начальной точке диаграм-
мы деформирования материала.

Из (7) получаем выражение для определения 
)1i(

rj1  в виде
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Для определения положения )1k(
jc  использу-

ется подход, предложенный в [8]. Назначается 
произвольно расположенная декартова система 
координат xj и yj. Далее определяется направле-
ние главных взаимно перпендикулярных осей xjo 
и yjo. Угол наклона оси xjo к оси xj определится из 
выражения 
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Координаты положения центра жесткости 
)1k(

jc  j-го узлового поперечного сечения относи-
тельно главных осей определятся по формулам
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где )1k(
ojir  – длина отрезка, перпендикулярного к 

контуру i-й грани, проведенного от произвольно 
назначенного полюса. 

За пределом упругости коэффициенты жест-
кости связей сдвига )k(

igj  определяются по фор-
мулам, приведенным в [3], но с использованием 
эквивалентного модуля деформаций, если эле-
менты связей работают на изгиб (по аналогии с 

)k(equ
dj1E  или )k(equ

dj2E ), и секущим модулем дефор-
маций, если элементы связей работают на осе-
вую силу (по аналогии с )k(

cijaE  или )k(
cgjaE ).

Полученные выше выражения позволяют 
выполнить пространственный деформацион-
ный расчет упругопластического составного 
стержня при конкретных граничных условиях. 
Результаты деформационного расчета могут в 
дальнейшем быть использованы для проверки 
устойчивости составного стержня методом [8]. 

* Работа выполнена при поддержке Программы стратегического развития ПетрГУ в рамках реализации комплекса меро-
приятий по развитию научно-исследовательской деятельности на 2012–2016 гг.
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Rochev A. A., Petrozavodsk State University (Petrozavodsk, Russian Federation)

ON ANALYSIS OF SPATIAL ELASTOPLASTIC COMPOSITE BARS

We studied spatial composite rods with lengthwise variable cross sections inclusive of open profi le thin-walled branches with curved 
shapes or broken circuits. The branches are connected by multiple-panel structural relationships. We used the basic provisions of the 
general theory of elastic spatial working composite bars designed by A.R. Rzhanitsina. The torque is transmitted along the length 
of the rod panels through its own torsion rigidity and stiffness of structural connections. A replacement of the system of differential 
equations by the system of fi nite difference equations is conducted. The system contains parameters considering  physical and geo-
metric nonlinear features of the problem to be solved. We used an expression obtained by the author to determine the modulus of 
the strain-sensitive inelastic behaviour of the branches and connections between them. The expression  was also used to determine 
compliance of the composite rod in torsion. The above mentioned solution allows spatial deformation calculation of an inelastic 
composite rod with specifi c boundary conditions.
Key words: spatial rods, equivalent modules deformations, yielding in torsion
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