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УПРУГОПЛАСТИЧЕСКИХ СОСТАВНЫХ СТЕРЖНЕЙ 

В работе получено решение задачи пространственного деформационного расчета неупругих составных стерж-
ней, имеющих переменное поперечное сечение и переменную жесткость связей сдвига по длине. В основу ре-
шения положена теория составных стержней А. Р. Ржаницына. Использованы полученные нами ранее выраже-
ния для определения модулей деформаций, учитывающих сжимаемость осей ветвей, деформации сдвига мате-
риала ветвей, составляющих стержень, развитие неупругих линейных деформаций в них. Учтена переменная 
жесткость неупругого составного стержня на кручение. 
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В настоящей статье исследуется поведение под 
нагрузкой пространственно-деформируемого со-
ставного упругопластического стержня, имеющего 
переменное сечение по длине. Тонкостенные ветви 
открытого профиля, составляющие стержень, со-
единены между собой структурными связями в 
виде раскосов, распорок, планок или перфориро-
ванных листов. В работе применяются основные 
положения общей теории составных стержней, 
разработанной А. Р. Ржаницыным [4]. Для мате-
риала ветвей составного стержня устанавливается 
произвольная зависимость между деформациями и 
напряжением. Используется гипотеза о нелиней-
но-упругом материале, основанная на теореме, 
доказанной Л. М. Качановым в [2], согласно кото-
рой при активной пластической деформации пове-
дение упругопластического тела неотличимо от 
поведения нелинейно-упругого тела.  

Исследование стержня базируется на исполь-
зовании системы дифференциальных уравнений, 
полученных в [4] и описывающих напряженно- 
деформированное состояние упругого простран-
ственно работающего составного стержня по-
стоянного сечения по длине с упругоподатливы-
ми связями сдвига, имеющими постоянную же-
сткость по длине стержня, и абсолютно жестки-
ми поперечными связями. Геометрическая неиз-
меняемость поперечного сечения стержня обес-
печивается часто поставленными поперечными 
диафрагмами жесткости. Эта система уравнений 
предназначена для определения усилий в про-
дольных связях сдвига в n  швах составного 
стержня. В данной работе осуществлена замена 
указанной системы дифференциальных уравне-
ний системой уравнений в конечных разностях 
[3], в которую введены параметры, учитываю-
щие физическую и геометрическую нелиней-
ность решаемой задачи. Ось составного стержня 
делится по длине на m  равных частей с образо-

ванием участков между смежными сечениями j  
и ( 1)j +  длиной c . Используется метод шагово-
го нагружения конструкций [1]. 

Полная система дифференциальных уравне-
ний, включающая в себя уравнения приращения 
сдвигов в швах составного стержня и уравнение 
стесненного кручения составного стержня в це-
лом, в конечно-разностной форме примет вид 
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где ( )k
igjξ  – коэффициент жесткости связей сдвига 

ig -го шва, соединяющего между собой i -ю и  
g -ю ветви составного стержня, на k -м шаге 
нагружения; ( )k

igjT  – суммарное сдвигающее уси-
лие в ig -м шве, накапливаемое по длине со-
ставного стержня от его начала до j -го попе-
речного сечения; 
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,
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здесь ( )k
igτ  – сдвигающие усилия, действующие в 

ig -м шве составного стержня на k -м шаге на-
гружения;  
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iga  – число связей сдвига, соединяющих i -й 
стержень с другими стержнями (не считая g -го 
стержня); igb  – число связей сдвига, соединяю-
щих g -й стержень с другими стержнями (не счи-

тая i -го стержня); igc  – число связей сдвига, не 
примыкающих ни к i -му, ни к g -му стержню. 

Коэффициенты при неизвестных и нагрузоч-
ный член в (1) определяются из выражений 

 
( ) ( ) ( )2 2 2

( )
, ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 2

1 1

( ) ( ) ( ) 1 1
,

k k k
igj igj igjk

igj igj k n n k k
ij gjequ k equ kj cija cgja

xdj ydjdj dj
d d

y x

C E A E A
E J E Jω

ω
δ

= =

Δ Δ Δ
= + + + −

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
, ( ) ( )

( ) ( )
1 2

1 1

1
,

k k k k k k
igj igj igjilj ilj iljk

igj ilj k n n k
ijequ k equ kj cija

xdj ydjdj dj
d d

y y x x

C E A
E J E Jω

ω ω
δ

= =

Δ Δ Δ Δ Δ Δ
= + + +

 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

, ( ) ( )
( ) ( )

1 2
1 1

1
,

k k k k k k
igj grj igj grj igj grjk

igj grj k n n k
gjequ k equ k cgjadj

xdj ydjdj dj
d d

y y x x

C E A
E J E Jω

ω ω
δ

= =

Δ Δ Δ Δ Δ Δ
= + + −

 
 

(5)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

, ( )
( ) ( )

1 2
1 1

,
k k k k k k

igj igj igjluj luj lujk
igj luj k n n

equ k equ kdj
xdj ydjdj dj

d d

y y x x

C
E J E Jω

ω ω
δ

= =

Δ Δ Δ Δ Δ Δ
= + +

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
,0 ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 2

1 1

,
k k k k k k

igj igjj igj xj yj ij gjk
igj k n n k k

ij gjequ k equ k cija cgjadj
xdj ydjdj dj

d d

B M y M x N N

C E A E A
E J E J

ω

ω

ω
δ

= =

Δ Δ Δ
= + + + −

 
 

 
где ( )k

igjωΔ , ( )k
iljωΔ , ( )k

grjωΔ  и ( )k
lujωΔ – разности сек-

ториальных координат положения швов в j -м по-
перечном сечении, отнесенные к стержням i и g , 
i и l , g и r , l  и u  соответственно при k -м шаге 
нагружения (ветви l  и u  не являются ни  
i -ми, ни g -ми ветвями); igjxΔ  и igjyΔ , iljxΔ  и 

iljyΔ , lujxΔ  и lujyΔ , lujxΔ  и lujyΔ  – разности коор-
динат центров тяжести j -х поперечных сечений 
ветвей i  и g , i и l , g и r , l  и u , составляющих 
стержень; ( )

1
equ k
djE  и ( )

2
equ k
djE  – эквивалентные мо-

дули деформаций для j -го поперечного сечения 
d -й ветви составного стержня, учитывающие 
сжимаемость оси ветвей стержня, влияние дефор-
маций сдвига материала ветвей и развитие пласти-
ческих деформаций при их изгибе в плоскостях 

0y z  и 0x z  соответственно на k -м шаге нагруже-
ния; ( )k

cijaE  и ( )k
cgjaE  – секущие модули деформаций 

для осевых волокон j -х поперечных сечений i -й 
и g -й ветвей стержня соответственно при k -м 
шаге нагружения; ijA и gjA  – площади j -го попе-
речного сечения ветвей i  и g  соответственно; 

ijJ и gjJ – эквиториальные моменты инерции j -го 
поперечного сечения ветвей i  и g  соответствен-
но; ( )k

jBω  – внешний бимомент в j -м поперечном 
сечении составного стержня на k -м шаге нагру-
жения; ( )k

xjM  и ( )k
yjM  – изгибающие моменты в j -

м поперечном сечении составного стержня от 
внешней нагрузки при изгибе в плоскостях 0y z  и 

0x z  соответственно на k -м шаге нагружения; 
( )k
ijN  и ( )k

gjN  – продольные силы в j -м попереч-

ном сечении ветвей i  и g  составного стержня от 
внешней нарузки на k -м шаге нагружения; ( )k

jCω  и 
( )k
tjC  – жесткости при стесненном и чистом круче-

нии соответственно j -го поперечного сечения 
составного стержня при k -м шаге нагружения.  

Выражения для определения ( )
1
equ k
djE  и 

( )
2
equ k
djE  были получены и опубликованы нами 

ранее [5]: 
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где ( 1)k

xdjM −  и ( 1)k
ydjM − – изгибающие моменты в j -м 

сечении d -й ветви стержня, возникающие при 
изгибе в плоскостях 0y z  и 0x z  соответственно 
на ( 1)k − -м шаге нагружения; ydjh  и xdjh  – высо-
та j -го поперечного сечения d -й ветви стержня 
при изгибе в плоскостях 0y z  и 0x z  соответст-
венно; ( 1)k

odjε −  – линейная деформация оси d -й 
ветви в j -м сечении при k -м шаге нагружения; 
 

( 1) ( 1) ( 1)
12 1 2 ;k k k

dj dj djε ε ε− − −Δ = −  ( 1) ( 1) ( 1)
23 2 3 ;k k k
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краевые линейные деформации в трех продоль-
ных волокнах поперечного сечения d -й ветви, 
возникающие в соответствии с гипотезой пло-
ских сечений от продольной силы ( 1)k

djN − , изги-
бающих моментов ( 1)k

xdjM −  и ( 1)k
ydjM − , действую-

щих в двух главных плоскостях инерции j -го 
поперечного сечения; ( 1)

1
k

y djγ −  и ( 1)
1
k

x djγ − – углы 
сдвига на j -м участке d -й ветви стержня от 
единичной поперечной силы при изгибе в плос-
костях 0y z  и 0x z  соответственно на ( 1)k − -м 
шаге нагружения; ( 1)k

ydjQ −′  и ( 1)k
xdjQ −′  – первые 

производные от поперечных сил, действующих в 
j -м сечении d -й ветви стержня при изгибе в 
плоскостях 0y z  и 0x z  соответственно на ( 1)k − -м 
шаге нагружения, которые в конечно-разностной 
форме имеют вид: 

 
( 1) ( 1) ( 1)

, 1 , 1( ) /(2 ),k k k
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+ −′ ≈ −  (8)
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Для определения деформаций ( 1)

1
k
djε − , ( 1)

2
k
djε − , 

( 1)
3

k
djε −  и ( 1)k

odjε −  контур s  j -го поперечного сече-
ния ветвей стержня делится на p  участков с υ -м 
волокном на границах смежных участков. Ли-
нейная деформация в каждом υ -м волокне j -го 
поперечного сечения d -й ветви составного 
стержня ( 1)k

djυε −  является функцией следующих 
параметров: 

 
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1 2 3( , , , ),k k k k k k
dj dj dj dj dj djυ υ ω υε ε ε ε ε ε− − − − − −=  (10)

 
где ( 1)k

djω υε −  – линейная деформация от стесненно-
го кручения в υ -м волокне j -го поперечного 
сечения d -й ветви составного стержня при 
( 1)k − -м шаге нагружения.  

Параметры, от которых зависит функция 
( 1)k
djυε − , определяются из решения системы урав-

нений равновесия  
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где int( 1)k

djN − , int( 1)k
xdjM − , int( 1)k

ydjM −  – выражения 
для определения главного вектора и главных 
моментов эпюры нормальных напряжений в j -м 
поперечном сечении d -й ветви после ( 1)k − -го 
шага нагружения; ( 1)k

djN − , ( 1)k
xdjM − , ( 1)k

ydjM −  – про-
дольные сила и изгибающие моменты, дейст-
вующие в главных плоскостях j -го поперечного 
сечения d -й ветви, полученные при ( 1)k − -м 

шаге нагружения составного стержня; ( 1)k
tjM −  – 

крутящий момент в j -м поперечном сечении 
составного стержня, полученный при ( 1)k − -м 
шаге нагружения; ( 1)k

djυω −  – секториальная коор-
дината места расположения υ -го волокна j -го 
поперечного сечения d -й ветви составного 
стержня при ( 1)k − -м шаге нагружения; 
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2 1 1 2( 2 2 ) / 2.k k k k k

j j j j jθ θ θ θ θ− − − − −
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Выражения для определения жесткостей 

( )k
jCω  и ( )k

tjC  имеют вид: 
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где ( 1) ( )k

cdjE s−)
 – функция, построенная путем ин-

терполяции по значениям секущего модуля ( 1)k
cdjE υ

−  
в узловых точках υ  контура s  j -го поперечного 
сечения d -й ветви при ( 1)k − -м шаге нагруже-
ния; ( 1) ( )k

djJ sω
−  – момент инерции при стесненном 

кручении единицы длины линии профиля s  j -го 
поперечного сечения d -й ветви при ( 1)k − -м ша-
ге нагружения; ( 1) ( )k

djG s−)
 – функция, построенная 

путем интерполяции по значениям модуля сдвига 
( 1)k
djG υ

−  в узловых точках υ  контура s  j -го попе-
речного сечения d -й ветви при ( 1)k − -м шаге 
нагружения; ( ) ( )k

tdjJ s  – момент инерции при чис-
том кручении единицы длины линии профиля s  
j -го поперечного сечения d -й ветви при ( 1)k − -м 
шаге нагружения; sυ  – длина υ -го участка конту-
ра s  поперечного сечения. 

Величина ( 1)k
cdjE υ

−  определяется по диаграмме 
деформирования материала d -й ветви в зависи-
мости от ( 1)k

djυε − , получаемой при решении сис-
темы (11). 

Модули ( 1)k
djG υ

−  и ( 1)k
cdjE υ

−  связаны между со-
бой зависимостью 
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где ( 1)k

djυμ −  – коэффициент Пуассона, определяе-
мый по формуле: 

( 1)
( 1) (1 2 )1 1

,
2 2

k
ocdjk

dj
o

E

E
υ

υ
μ

μ
−

− −
= − ⋅  (16)

здесь oE  и oμ  – модуль деформаций Юнга и 
коэффициент Пуассона в начальной точке диа-
граммы деформирования материала. 
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Положение центра жесткости в j -м попе-
речном сечении составного стержня, необходи-
мое для определения ( 1)k

djυω −  и ( 1) ( )k
djJ sω
− , уста-

навливается относительно произвольной декар-
товой системы координат x  и y  с использова-
нием выражений  

 
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

3 4 1 2( ) /( ),k k k k k
xj j j j jc − − − − −= Π − Π Π − Π  (17)

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
5 6 1 2( ) /( ),k k k k k

yj j j j jc − − − − −= Π − Π Π − Π  (18)

где 

( 1) ( 1) ( 1)
1 1 2

1 1

,
n n

k equ k equ k
xdj ydjj dj dj

d d

E J E J− − −

= =
Π = ⋅   

( 1) ( 1) ( 1)
2 1 2

1 1

,
n n

k equ k equ k
xydj xydjj dj dj

d d

E J E J− − −

= =
Π = ⋅   

( 1) ( 1) ( 1)
3 1 2

1 1

( 1)
1

1

(

),

n n
k equ k equ k

xdj ydjj dj dj xdj
d d

n
equ k

xydjdj ydj
d

E J E J b

E J b

− − −

= =

−

=

Π = +

+

 


 

( 1) ( 1) ( 1)
4 1 2

1 1

( 1)
1

1

(

),

n n
k equ k equ k

xydj ydjj dj dj xdj
d d

n
equ k

xydjdj ydj
d

E J E J b

E J b

− − −

= =

−

=

Π = +

+

 


(19)

( 1) ( 1) ( 1)
5 2 2

1 1

( 1)
1

1

(

),

n n
k equ k equ k

ydj xydjj dj dj xdj
d d

n
equ k

xdjdj ydj
d

E J E J b

E J b

− − −

= =

−

=

Π = +

+

 



( 1) ( 1) ( 1)
6 2 2

1 1

( 1)
1

1

(

),

n n
k equ k equ k

xydj ydjj dj dj xdj
d d

n
equ k

xydjdj ydj
d

E J E J b

E J b

− − −

= =

−

=

Π = +

+

 


 

где xdjb  и ydjb  – координаты центра тяжести j -го 
поперечного    сечения   d -й   ветви   относительно 

осей x  и y соответственно; xdjJ  и ydjJ  – эквато-
риальные моменты инерции j -го поперечного 
сечения d -й ветви относительно осей x  и y соот-
ветственно; xydjJ  и yxdjJ  – центробежные момен-
ты инерции j -го поперечного сечения d -й ветви 
относительно осей x  и y  соответственно. 

Коэффициенты жесткости связей сдвига ( )k
igjξ  

определяются по формулам, приведенным в [4], 
но с использованием за пределом упругости эк-
вивалентного модуля деформаций, если элемен-
ты связей работают на изгиб (по аналогии с 

( )
1
equ k
djE  или ( )

2
equ k
djE ), и секущего модуля дефор-

маций, если элементы связей работают на осе-
вую силу (по аналогии с ( )k

cijaE  или ( )k
cgjaE  ). 

Для определения перемещений составного 
стержня ( )k

jζ  и ( )k
jη в плоскостях 0y z  и 0x z  сис-

тема уравнений (1) дополняется уравнениями 
изгиба 

 

( ) ) ( ) ( ) ( )2 2
1

1 1

/ 0,
n n

equ k k k k k
xdj j ig igj xjdj

d ig

E J c T y Mζ
= =

⋅ Δ + Δ + = 
)

(20)

( ) ) ( ) ( ) ( )2 2
2

1 1

/ 0,
n n

equ k k k k k
ydj j ig igj yjdj

d ig

E J c T x Mη
= =

⋅ Δ + Δ + = 
)

(21)

где ( )k
xjM

)
и ( )k

yjM
)

 – выражения для определения 
изгибающих моментов в главных плоскостях 
инерции j -го поперечного сечения стержня, 
составленные с учетом влияния перемещений 

( )k
jζ , ( )k

jη  и ( )k
jθ ; 

 
( ) ( ) ( ) ( )2

1 12 ,k k k k
j jj jζ ζ ζ ζ+ −Δ = − +  (22)

( ) ( ) ( ) ( )2
1 12 .k k k k

j jj jη η η η+ −Δ = − +  (23)

 
Привлекая граничные условия, вышеприве-

денные выражения позволяют выполнить про-
странственный деформационный расчет неупруго-
го составного стержня. Результаты деформацион-
ного расчета могут в дальнейшем быть использо-
ваны для проверки устойчивости составного 
стержня путем подстановки их в определитель, 
составленный из коэффициентов при вариациях 
независимых переменных проварьированной сис-
темы уравнений равновесия. Равенство этого оп-
ределителя нулю будет свидетельствовать о кри-
тическом состоянии составного стержня [6].  
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