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ВВЕДЕНИЕ

В агропромышленном секторе экономики од-
ной из важных задач является планирование 
оборота стада сельскохозяйственных животных 
[10], [11]. Оборотом стада называется происходя-
щая во времени совокупность процессов, вклю-
чающая переход животных из одной стадии (ка-
тегории) в другую, удаление животных разных 
стадий из стада и появление потомства.

В качестве основы для построения модели 
стада может быть использовано понятие струк-
турированной популяции. В математической 
биологии под этим понимают множество про-
живающих в одной локации организмов одного 
вида, дискретно разбитых на некоторые классы 
по какому-либо признаку. Группы могут опреде-
ляться полом, начальным и конечным возрастом 
и другими существенными для целей моделиро-
вания признаками. Поэтому в описании струк-
турированных популяций используют понятие 
последовательных стадий жизни организма. 

Состояние популяции, разделенной на неко-
торое число стадий, рассматривается в равноот-
стоящие дискретные моменты времени и описы-
вается вектором-столбцом T

nttt xxxtX ),...,,()( ,2,1,= , 
где xt, i – численность организмов, отнесенных к 
стадии i, n – количество стадий. Динамика попу-
ляции задается соотношением 

X(t +1) = Lt ⋅ X(t), t = 0, 1, …, (1)
определяющим состояние популяции в момент 
t + 1 по состоянию в момент t посредством мат-
рицы Lt , которую называют проекционной. 
В общем случае элементы проекционной матри-
цы могут зависеть от времени.

РАЗВИТИЕ МОДЕЛЕЙ СТРУКТУРИРОВАННЫХ 
ПОПУЛЯЦИЙ

Простейшим вариантом модели (1) является 
модель Лесли [8], в которой стадиями являются 

возрастные группы, а проекционная матрица 
имеет вид:
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0 ≤ bi – коэффициент рождаемости для стадии i,  
0 < si ≤ 1 – коэффициент дожития (перехода из 
стадии i в стадию i + 1).

Если для квадратной матрицы A порядка n и 
ориентированного графа G с n вершинами, про-
нумерованными числами от 1 до n, существует 
взаимно однозначное соответствие между нену-
левыми элементами ai, j и дугами (i, j), то такой 
граф называется ассоциированным с матрицей и 
обозначается G(A). Граф, ассоциированный с 
проекционной матрицей структурированной по-
пуляции, называют графом жизненного цикла 
(ГЖЦ) организмов данной популяции.

Для модели Лесли ГЖЦ изображен на рис. 1.

Рис. 1. ГЖЦ модели Лесли

В модели Лесли на каждом шаге происходит 
полное обновление состава каждой возрастной 
группы, что является достаточно жестким огра-
ничением для практического использования 
этой модели. Более общей является модель 
Лефковича [8], в которой часть особей каждой 
стадии остается в той же стадии при переходе 
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к следующему моменту времени. Проекционная 
матрица модели Лефковича имеет вид:
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где ri – коэффициент задержки, 0 < si + ri ≤ 1.
ГЖЦ для модели Лефковича изображен на 

рис. 2.

Рис. 2. ГЖЦ модели Лефковича

ГЖЦ на рис. 1 и 2 показаны для случая, когда 
все параметры проекционных матриц bi, ri > 0. 
Если какой-то из этих параметров равен нулю, 
то соответствующая дуга ГЖЦ отсутствует.

С математической точки зрения модели Лесли 
и Лефковича достаточно хорошо изучены [6], [8]. 
Основные их свойства связаны с теоремой 
Перрона – Фробениуса для матриц с неотрица-
тельными элементами [2; 130]. В соответствии с 
этой теоремой спектральный радиус неотрица-
тельной неразложимой матрицы равен макси-
мальному положительному собственному числу. 
Это число имеет кратность 1, ему соответствует 
положительный собственный вектор, и оно воз-
растает при увеличении любого элемента мат-
рицы. 

Неразложимость матрицы эквивалентна тому, 
что ассоциированный с ней орграф сильно связен 
(для любой пары вершин существует ориентиро-
ванный путь из одной вершины в другую). В час-
тности, проекционные матрицы моделей Лесли и 
Лефковича неразложимы, если bn > 0 (последняя 
стадия популяции является репродуктивной).

Таким образом, спектральный радиус проек-
ционной матрицы ρ(L) = λmax – положительное 
собственное число матрицы L кратности 1.

Асимптотика вектора X(t), определяемого со-
отношением (1), при t → ∞ зависит от величи-
ны спектрального радиуса ρ(L) следующим об-
разом:
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для каждой стадии i = 1, ..., n.
Последний случай означает устойчивость по-

пуляции: ее численность в каждой стадии стре-

мится к конечному пределу, не зависящему от 
начальной численности популяции. При этом из 
уравнений (1) для матрицы L вида (3) следует, 
что предельные численности стадий в модели 
Лефковича связаны следующими соотноше-
ниями:
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Следствием соотношений (5) является ус-
ловие:
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Так как вектор предельных численностей *X  
является собственным вектором проекционной 
матрицы, соответствующим собственному чис-
лу λmax = 1, то условие (6) – это условие стабиль-
ности популяции. Условие (6) соответствует 
приведенному в [3] результату об индикаторе 
потенциального роста популяции в модели 
Лефковича.

Собственный вектор X* при условии, что 
1

1

*
n

i
ix , называется относительной стадийной 

структурой популяции [6]. 
Из соотношений (5) следует, что вектор отно-

сительной структуры популяции в модели 
Лефковича имеет вид:
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Условие bn > 0 не является принципиальным 
ограничением для применения описанных выше 
моделей [8; 58]. Наличие в модели популяции 
пострепродуктивных стадий не влияет на дина-
мику стадий популяции с номерами от 1 до n 
(последняя репродуктивная стадия), которая 
по-прежнему определяется матрицей (3). 
Численность пострепродуктивных стадий опре-
деляется соотношением:

tintinintin xrxsx
in ,,111, , i ,1  m..., , (7)

где m – количество таких стадий.
ГЖЦ модели с пострепродуктивными стади-

ями показано на рис. 3.

Рис. 3. ГЖЦ модели с пострепродуктивными стадиями
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Данный граф не является сильно связным 
(отсутствуют пути из вершин n + 1, …, n + m в 
вершины 1, …, n); соответственно, проекцион-
ная матрица L  такой модели разложима. Она 
имеет вид:

MS
L

L
0 ,  (8)

где L – матрица (3), M – m × n – матрица перехо-
дов для пострепродуктивных стадий

mnmn

nn

n

rs

rs
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1

21
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, S – m × n – 

матрица с единственным ненулевым элементом sn 
в правом верхнем углу, связывающим стадии n и n + 1. 

Вектор состояния популяции X(t) = (xt,1, xt,2,
..., xt,n)

T может быть разбит на два вектора X I(t) =
= (xt,1, xt,2, ..., xt,n)

T и X II(t) = (xt,n+1, xt,n+2, ..., xt,n+m)T. 
Изменение численности популяции описывает-
ся системой уравнений:

)()()1(
)()1(

tXMtXStX
tXLtX

IIIII

II

. (9)

Асимптотика вектора X I(t), определяемого 
соотношением (9), при t → ∞ по-прежнему зави-
сит от величины спектрального радиуса ρ(L) так, 
как это указано в (4).

Характер асимптотики вектора X II(t) одно-
значно определяется поведением вектора X I(t) 
при t → ∞. Если xx iitt

lim *
, , i = 1, ..., n, то по ин-

дукции доказывается, что существуют пределы 
xt,n+i для i = 1, ..., m при t → ∞. 

Из (7) также следует, что если x itt
lim , , i = 1, 

..., n, то intt
x ,lim  для всех j = 1, ..., m. 

Вектор относительной структуры популяции 
имеет такой же вид, как и выше (с распростране-
нием суммирования по i от 2 до n + m).

В работах Д. О. Логофета и других [5], [6], [7] 
рассмотрены некоторые обобщения моделей 
Лесли и Лефковича, связанные с необходимос-
тью в некоторых случаях классифицировать 
особей популяции по нескольким признакам. 
Например, в [14] модель популяции северных 
оленей учитывает их возраст и статус («силь-
ный», «средний», «слабый»). 

Такого типа модель может быть записана в 
форме матричного уравнения (1), если матрицу 
двойной структуры популяции (строкам матри-
цы соответствует возраст, а столбцам – статус 
особи) представить в виде вектора, образованно-
го конкатенацией строк [5]. Проекционная мат-
рица такой модели, называемая обобщенной 
матрицей Лефковича или матрицей Логофета 
[4], в общем случае имеет вид:   
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 (10)

при условии, что 10
1

n

ji
jij sr  для всех j = 1,

 ..., n – 1.
Для матрицы (10) также существует выража-

емый через элементы матрицы индикатор по-
тенциального роста [6], обобщающий условие 
существования стабильной популяции (6).

В ряде работ указывается, что матричные мо-
дели не всегда удается должным образом приме-
нить для решения некоторых практических за-
дач ввиду недостаточно явно представленной 
динамики популяции [3]. Например, в работах 
[13], [15] предлагается детализировать матрич-
ный подход к расчету динамики структуриро-
ванной популяции, разложив его на «скрытые» 
субпроцессы. Из состояния популяции Xt в мо-
мент t рассчитывается численность выживших 
за шаг времени XS(t), затем взросление XA(t) и по-
лучение потомства XB(t), таким образом получа-
ется численность популяции в момент t + 1: 

)1()()()()( tXtXtXtXtX BAS . Такая де-
тализация динамики в некоторой степени упро-
щает определение модельных параметров.

Дискретные модели широко применяются 
для описания эксплуатируемых популяций, ког-
да производится регулируемое изъятие некото-
рой части особей, принадлежащих определен-
ным стадиям, а также для постановки и решения 
оптимизационных задач [9], [11].

ДЕТАЛИЗИРОВАННАЯ МОДЕЛЬ 
СТРУКТУРИРОВАННОЙ ПОПУЛЯЦИИ

Популяции типа стада сельскохозяйственных 
животных относят к эксплуатируемым популя-
циям, хотя для них характерны не только про-
цессы изъятия части особей, но и добавление 
извне новых особей, а также другие целенаправ-
ленные воздействия управляющего субъекта, 
влияющие на состав и численность популяции. 
В этом случае более адекватным будет термин 
«управляемая популяция». 

Использование дискретной модели динамики 
управляемой популяции для задачи планирова-
ния оборота стада сельскохозяйственных жи-
вотных и рассмотрения на этой основе оптими-
зационных задач планирования работы агрохо-
зяйственного предприятия требует более де-
тального анализа динамики численности. В за-
дачах планирования, как правило, расчеты про-
изводятся на определенный временной проме-
жуток, разделяемый на несколько равных пери-
одов длиной T.
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Особи стада могут находиться в одной из n 
стадий, принадлежность к которым определяет-
ся возрастом особи τk, измеряемым в некоторых 
единицах дискретного модельного времени t = 0, 
1 ..., m. Каждой стадии i соответствует свой воз-
растной промежуток [τi_1, τi_2]; промежутки раз-
ных стадий не пересекаются. Задан предельный 
возраст τm = m, при достижении которого все 
особи из популяции изымаются. 

Будем считать величину периода T равной не-
которому количеству единиц модельного време-
ни. Обозначим через Ti = τi_2 – τi_1 продолжитель-
ность стадии i. В задачах планирования оборота 
стада обычно T  > mi

i            
nTi [10], [11], поэтому за один 

период особь может пройти несколько стадий. 
Такая же возможность существует и для особи, 
родившейся в течение этого периода.

Основа детализации модели – в рассмотрении 
изменений численности различных стадий попу-
ляции за единицу модельного времени за счет из-
менения возраста особей с учетом изъятия части 
особей и появления особей-потомков. 

Пусть заданы функция h(τ, t) – доля изымае-
мых в момент времени t особей возраста τ в об-
щей численности особей этого возраста, и функ-
ция g(τ, t) – коэффициент репродуктивности осо-
бей возраста на момент времени t. Если обозна-
чить tt yytY ,,()( 2,1,=  

T
mty )..., ,  вектор, компонентами 

которого являются численности особей каждого 
возраста в момент времени t, то для него будет 
справедливо соотношение вида (1) )1(tY

)(tYt , где t  имеет вид матрицы Лесли:
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возраста первой репродуктивной популяции. 
Для вектора tt xxtX ,,()( 2,1,=  

T
ntx )..., ,  числен-

ностей стадий популяции соотношение (1) будет 
иметь место с проекционной матрицей tL , име-
ющей вид матрицы Лефковича 
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Элементы матрицы tL  определяются через 
элементы матрицы t , p – номер первой репро-
дуктивной популяции.

Обозначим через m

j
jt

ktt
k

y

y
f

1
,

,  долю особей по-

пуляции возраста τk во всей численности попу-

ляции, 
iKj

t
j

t
kt

k f
ff̂  – долю особей популяции воз-

раста τk, принадлежащего i-й стадии в числен-
ности этой стадии популяции ( iK  – множество 
индексов, принадлежащих диапазону возрастов 
особей стадии i). Тогда для элементов матрицы 

tL  получаем:
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Структурированная численность популяции 
через плановый период времени T будет опреде-
ляться для возрастной модели соотношением: 

)0()( )( YTY T , (11)
l

T ...21
)( , где l – количество единиц мо-

дельного времени в периоде. 
В том частном случае, когда проекционные 

матрицы детализированной модели не зависят 
от времени ( t ), имеем lt )(  и для спект-
рального радиуса lT )]([)( )( . В этом случае 
каждый из вариантов условий (4) для матриц де-
тализированной и недетализированной моделей 
выполняется одновременно, и для выяснения ус-
тойчивости популяции достаточно проверки 
условия (6), которое для матрицы  имеет вид:

1)(
1

1

m

qi

i

j
ji .

При моделировании популяции типа стада 
крупного рогатого скота более реалистичны 
нестационарные модели, когда зависимость па-
раметров детализированной возрастной (а сле-
довательно, и стадийной) модели от времени но-
сит сезонно-циклический характер. Но если l 
кратно длине цикла изменения параметров, то 
матрица T )(  от времени не зависит. При этом 
возможно выполнение условия устойчивости 
популяции T )( )(  1 в ситуации, когда спект-
ральные радиусы t  в разные моменты модель-
ного времени принимают значения как больше, 
так и меньше единицы.

Структура проекционной матрицы планово-
го периода T T )(  при qT <  показана на рис. 4.

Рис. 4. Структура матрицы T )(
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Элементы, отмеченные значком х, выража-
ются через значения величин β, σ матриц-сомно-
жителей; остальные элементы равны нулю.

Элементы поддиагонали с номером T имеют 
вид:

ja
Tj

jr

jk
kji ,1,

1
1
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jTi ,  (12)

а элементы параллелограмма в верхней части 
матрицы имеют вид:
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Если в (13) в одном из произведений верхняя 
граница индекса равна нулю, то произведение 
считается равным единице.

Для стадийной модели проекционная матри-
ца планового периода )(TL  может быть получена 
путем агрегации элементов матрицы T )( , отно-
сящихся к одной стадии. Для этого на матрицу 

T )(  накладывается прямоугольная сетка с ячей-
ками Ki, j, i, j = 1, ..., n. Ki, j принадлежат элементы 
матрицы T )(  au, v, где u ∈ Ki. Ячейке Ki, j соответс-
твует элемент di, j матрицы )(TL .

Так как 
iKl
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Соотношение )( )(LTX T  выполняется, если 
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Разделив числитель и знаменатель на началь-
ную численность популяции, получаем форму-
лу для вычисления элементов матрицы )(TL :

jKu
uuiji fd ˆ

,, . (14)

В общем случае получение явных выражений 
для элементов матриц T )(  и )(TL , необходимых 
для проверки условий типа (6) или вычисления 
индикатора потенциального роста [6], весьма 
трудоемко. Эти проверки можно заменить вы-
числительной процедурой, результаты которой 
могут быть использованы как «эмпирический» 
индикатор потенциального роста. Процедура 

основана на идее степенного метода нахождения 
наибольшего по модулю собственного числа 
матрицы [12].

Если квадратная матрица A порядка n – мат-
рица простой структуры (то есть имеет n ли-
нейно независимых собственных векторов) и 

0zAz k
k , k = 1, 2 ..., то для всех значений ин-
декса i = 1, ..., n

ik

ik

k z
z

)(
)(lim 1 , (15)

где λ – наибольшее по модулю простое собствен-
ное число матрицы A. (15) имеет место для про-
извольного вектора z0, имеющего ненулевой ко-
эффициент C при соответствующем λ собствен-
ном векторе x в разложении по базису из собс-
твенных векторов. При этом 

zk → λkCx  при  k → ∞. (16)
В [1; 242] показано, что равенство (15) остает-

ся в силе и для матрицы, не обладающей прос-
той структурой, при условии, что λ – единствен-
ное максимальное по модулю собственное зна-
чение единичной кратности. (Матрица, имею-
щая единственное собственное число с макси-
мальным модулем, называется примитивной.)

Для проекционных матриц рассматривае-
мых моделей справедлива теорема Перрона – 
Фробениуса, по которой кратность максималь-
ного по модулю собственного числа равна еди-
нице. Как показано в [8; 64], матрицы t  и tL  
будут примитивными, если какие-то два сосед-
них элемента их первых строк отличны от нуля. 
Для матрицы tL , кроме того, для примитивнос-
ти достаточно отличия от нуля хотя бы одного 
элемента ri [2; 132]. Примитивность матриц T )(  и 

)(TL  следует из того, что они являются произве-
дениями примитивных матриц.

Таким образом, для получаемых с помощью 
проекционных матриц итерационных последо-
вательностей векторов будут справедливы соот-

ношения (15) и (16). Обозначим 
ik

ik

z
z

)(
)( 1+  через k

iw .

В соответствии с (15), если λ > 1, то для любой 
координаты i начиная с некоторой итерации 

>k
iw > 1, и наоборот, неравенство k

iw > 1 свиде-
тельствует, что λ > 1. Аналогично, если начиная 
с некоторой итерации k

iw < 1, то λ < 1. При этом 
из (16) следует, что ikz )(  или 0)( ikz

 соответственно.
Пусть теперь λ = 1. В этом случае k

iw  → 1  
при k → ∞. Характер стремления k

iw  к 1 может 
быть как монотонным, так и немонотонным.

О степени близости отношения k
iw  к величи-

не λ на практике можно судить по совпадению (с 
некоторой точностью) значений этого отноше-
ния для разных значений индекса i [12; 331].
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Таким образом, величина отношения k
iw , по-

лученная после некоторого количества итера-
ций, может играть роль численного индикатора 
потенциального роста. Необходимое количество 
итераций определяется в каждом конкретном 
случае потребностью различить, какой именно 
из трех возможных вариантов для величины λ  
(больше, меньше, равно 1) имеет место.

В качестве примера рассмотрим упрощенный 
вариант детализированной модели, соответству-
ющей модели оборота стада крупного рогатого 
скота, предложенной А. А. Трофимовым [11]. 

Исходные данные: предельный возраст осо-
бей m = 12, функции h, g зависят только от воз-
раста особей и имеют вид: h(τ) = {0,2, 0,05, 0,05, 
0,05, 0,03, 0,03, 0,03, 0,03, 0,04, 0,04, 1}, g(τ) = {0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 0,3, 0,4, 0,6, 0,4, 0,2}. Количество ста-
дий n = 3, возрастные диапазоны стадий: K1 = {1, 
2, 3}, K2 = {4, 5, 6, 7}, K3 = {8, 9, 10, 11, 12}. 
Возрастная структура популяции f(τ) = {0,15, 
0,12, 0,1, 0,08, 0,08, 0,08, 0,06, 0,1, 0,08, 0,05, 0,05, 
0,05}, T = 6.

В рассматриваемом примере матрица t  де-
тализированной модели не зависит от времени, 

6)(T . Вид этих матриц не приводится ввиду 
их громоздкости. Элементы проекционных мат-
риц стадийной модели вычисляются по форму-

лам (11), (14), и эти матрицы имеют вид соответс-
твенно:

82,019,00
078,026,0
37,0063,0

L ,

 064,047,0
69,015,026,0
15,086,007,0

)(TL .

Максимальные по модулю собственные чис-
ла: λ( ) = 1,010, λ( )(T ) = 1,064, λ(L) = 1,014, 
λ( )(T ) = 1,097. Применение степенного метода 
дает следующие результаты: первые три знача-
щие цифры отношения 

ip

ip

z
z

)(
)( 1+  и максимального 

по модулю собственного числа совпадают для 
)(T  начиная с пятнадцатой итерации, а для 
)(TL  – начиная со второй. (Начальные вектора 

0z  имели единичные компоненты.)
Предложенные в данной статье матричные 

модели структурированных популяций приме-
нительно к задаче оборота стада сельскохозяйс-
твенных животных позволяют анализировать 
последствия управляющих воздействий на по-
пуляцию. Воздействия в виде изъятия части осо-
бей учитываются через изменение функции изъ-
ятия h(τ, t), а добавление особей в стадо учиты-
вается через изменение функции f(τ, k), описыва-
ющей возрастную структуру популяции. 
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ПОДСЧЕТ ПРЕДГАМИЛЬТОНОВЫХ ЦИКЛОВ
НА СЕМЕЙСТВАХ РЕШЕТОЧНЫХ ГРАФОВ

Приводится несколько новых рекуррентных соотношений для количества простых циклов, имею-
щих длину на единицу меньше гамильтоновых в семействах графов P2m+1 × P2n+1. Показано, что асим-
птотика количества таких циклов отличается от асимптотики для гамильтоновых циклов на решет-
ках P2m+1 × P2n для некоторых небольших m и n → 0. Рассчитано количество предгамильтоновых 
циклов на решетках P2n+1 × P2n+1 для n = 1, 2, …, 10.
Ключевые слова: гамильтоновы циклы, предгамильтоновы циклы, метод матрицы переноса, циклы на решетке

ОБОЗНАЧЕНИЯ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В работе обсуждаются графы, называемые 
прямоугольными решетками Pm × Pn. Прямо-
угольная решетка представляет собой целочис-
ленные точки координатной плоскости, связан-
ные по принципу ближайшего соседства. 
Обозначение Pm × Pn связано с тем, что целочис-
ленный прямоугольник суть прямое произведе-
ние  двух цепей, первая из которых имеет m зве-
ньев, а вторая – n. Число m – ширина решетки 
(протяженность слева направо), а n – ее длина 
(протяженность снизу вверх). Поскольку в рабо-
те рассматриваются лишь решетки с нечетными 
сторонами, будем обозначать их символом 
P2m+1 × P2n+1. Максимально возможная длина про-
стого (без самопересечений) цикла в такой ре-
шетке на единицу меньше числа ее узлов и равна 
(2m + 1)(2n + 1) – 1. Такой цикл мы будем назы-
вать предгамильтоновым. Пример решетки и 
предгамильтонового цикла в ней показан на 
рис. 1.

Рис. 1. Решетка P9 × P7 и предгамильтонов цикл в ней

Задача состоит в том, чтобы для заданных на-
туральных m и n отыскать количество предга-
мильтоновых циклов на решетке P2m+1 × P2n+1. 

Задача не сводится лишь к получению точного 
числа циклов, а требует изучения предельных 
свойств модели при неограниченном увеличе-
нии общего числа узлов (2m + 1)(2n + 1). 

Для изучения указанных свойств мы будем 
обращаться к известным результатам [1], связан-
ным с подсчетом гамильтоновых циклов на ре-
шетках P2m+1 × P2n. Все необходимые выводы и 
факты работы [1] будут повторены здесь для 
удобства сравнения.

ИЗВЕСТНЫЕ И ПОЛУЧЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Проблема подсчета гамильтоновых циклов в 
рассматриваемых семействах графов тесно свя-
зана с решением одной из классических задач 
статистической механики полимеров – подсче-
том количества трансформаций плотноупако-
ванной макромолекулы [4]. Моделирование та-
ких объектов циклами на решетках относится к 
классу традиционных методов, основанных на 
перечислении простых цепей [7].

Однако во всех работах, где плотноупакован-
ная макромолекула моделируется гамильтоно-
вой циклом на решетке, то есть циклом, прохо-
дящим по каждой вершине ровно один раз, рас-
смотрены только такие решетки, по крайней 
мере одна из сторон которых четна, то есть гра-
фы вида P2m × Pn и P2m+1 × P2n. Случаи же решеток 
с нечетными сторонами P2m+1 × P2n+1 не рассмат-
риваются, так как гамильтоновых циклов в них 
не существует [10]. Но моделирование плотно-
упакованной макромолекулы в этом случае все 
же возможно – если допустить, что цикл должен 
пройти по всем узлам решетки, кроме какого-
либо одного. Такие циклы, как было сказано 
выше, мы будем называть предгамильтоновыми. 
Предгамильтоновы циклы могут также интер-
претироваться как циклы на решетке с дефекта-
ми. В работе приведены результаты вычисления 
количества таких циклов на решетках с нечет-
ной стороной, взятого в сумме по всем возмож-
ным положениям единственного дефекта.
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Цель настоящей работы – заполнить пробел в 
научной литературе, посвященной вычисли-
тельным основам физики полимеров, показав, 
что вычисления на решетках с нечетными сто-
ронами могут быть проведены немногим слож-
нее, чем вычисления для хорошо изученных ре-
шеток с четным числом узлов, а также расши-
рить известные теоретические выводы в этом 
случае. Говоря о вычислительных особенностях 
метода решения задачи, мы постоянно будем 
ссылаться на авторскую работу [1], в которой да-
ется полное описание алгоритма подсчета га-
мильтоновых циклов на решеточных графах 
шириной до 22, а в качестве доказательства того, 
что предгамильтоновы циклы подсчитываются 
немногим сложнее, приводим точные результа-
ты расчетов для решеток шириной до 21. 
Правильность этих результатов не может быть 
доказана путем строгих математических выкла-
док, но их неявные подтверждения собраны в 
разделе «О правильности полученных данных». 
Отличительная особенность подсчета предга-
мильтоновых циклов, которую нужно учесть в 
описанном в [1] методе, будет обозначена в этой 
работе в разделе «Схема решения методом мат-
рицы переноса».

Говоря о фактических данных (результатах 
вычислений) и о выведенных рекуррентных со-
отношениях, мы будем постоянно отсылать чи-
тателя на наш сайт [5], где все эти данные нахо-
дятся в свободном доступе и никаким образом 
не могут быть приведены в тексте работы в силу 
их громоздкости, кроме небольших формул для 
решеток с небольшой шириной.

Интерпретация полученных результатов поз-
волила сформулировать гипотезу о предельных 
свойствах модели плотноупакованных макромо-
лекул. Эта гипотеза касается вида главного чле-
на асимптотики и значения константы связности 
для предгамильтоновых циклов.

Известно [8], что для решеток P2m+1 × P2n с 
фиксированным параметром m количество га-
мильтоновых циклов ( )mh n  асимптотически ве-
дет себя следующим образом

( )mh n ~ n
m m , n ,

где μт – некоторая константа, зависящая от ши-
рины решетки. Доказано, что существует предел 

22 1lim m
m m . Величина  называется кон-

стантой связности, и ее вычисление представля-
ет основной интерес, поскольку она непосредс-
твенно связана с энтропией, приходящейся на 
один узел решетки. Считается, но не доказано, 
что существует предел 2 1lim m

m m . 
Исходя из этого принято считать, что для доста-
точно больших решеток (как по ширине, так и по 
длине)

2 1 (2 1)(2 )( ) m m n
mh n .

В настоящей работе показано, что условие га-
мильтоновости решетки оказывает сильное вли-
яние на данные оценки. Когда прямоугольная 
решетка имеет вид P2m+1 × P2n+1 (а параметр m 
фиксирован), асимптотика количества плотно-
упакованных трансформаций pт(n) (о чем гово-
рит полученная в статье гипотеза) будет иметь 
вид

( )mp n ~ n
m mn , n ,

где константа vт, вообще говоря, может отли-
чаться от константы μт, а их расчет не является 
целью настоящей работы. Таким образом, сдела-
но предположение, что появление дефекта на ре-
шетке добавляет полиномиальный множитель к 
главному члену асимптотики, но константа связ-
ности остается той же самой. Указанная форму-
ла строго доказана для m = 1, …, 5, а предполо-
жение о виде главного члена асимптотики для 
всех натуральных m сформулировано в виде ги-
потезы в конце статьи.

СХЕМА РЕШЕНИЯ МЕТОДОМ МАТРИЦЫ 
ПЕРЕНОСА

Наиболее распространенным способом под-
счета циклов в сеточных графах является ис-
пользование метода матрицы переноса [2]. Этот 
метод уже более полувека успешно применяется 
для решения различных перечислительных за-
дач, в частности, основные результаты в задаче о 
подсчете циклов на решетках получены именно 
методом матрицы переноса (см. сравнение ре-
зультатов в [1]). Его основное достоинство со-
стоит в том, что он позволяет подсчитать коли-
чество циклов в графе без их фактического пос-
троения, что особенно важно для задач, прина-
длежащих классу сложности #P [11]. 

Логическая простота метода сводит пробле-
му подсчета циклов к вычислению степени мат-
рицы переноса, однако следствием ее вычисли-
тельной сложности становится экспоненциаль-
ный относительно т рост порядка матрицы. 
Таким образом, залогом успешного применения 
метода матрицы переноса является наличие эф-
фективной схемы кодирования состояний и мак-
симально возможное сжатие матрицы путем 
удаления недостижимых и отождествления 
идентичных состояний [1]. 

К сожалению, на сегодняшний день не су-
ществует ни одного подхода к решению постав-
ленной задачи, в рамках которого можно было 
бы вычислить точный ответ для произвольных и 
достаточно больших значений т и n. Вместо это-
го решение задачи на решетках начинается с 
фиксирования одного из параметров. Этим па-
раметром будет т. Таким образом, ширина ре-
шетки 2m + 1 фиксирована, а длина 2n + 1 будет 
меняться для n = 1, 2, … В этом случае может 
быть применен метод матрицы переноса.

Проиллюстрировать схему метода матрицы 
переноса удобнее всего на примере решетки ши-
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риной 3 (когда m = 1). На рис. 2 слева изображена 
решетка P3 × P7 и предгамильтонов цикл в ней. 
Справа от решетки изображена последователь-
ность так называемых состояний, через которые 
проходит цикл, если строить его последователь-
но снизу вверх, переходя от одного уровня ре-
шетки к следующему. Состояние представляет 
пару из множества дуг и символа «0» или «1». 
Положение концов дуг указывает на то, как еще 
не построенный на текущем уровне цикл прохо-
дит по вертикальным ребрам этого уровня; сим-
вол «0» означает, что до текущего уровня дефект 
решетки еще не встречался, а «1» – что дефект 
пройден. Более сложный пример для решетки 
шириной 5 (когда m = 2) на рис. 2 справа показы-
вает, что дуг в состоянии может быть несколько.

  
Рис. 2. Решетки P3 × P7, P5 × P7 и образующие их состояния

Переход от одного состояния к другому осу-
ществляется путем включения в недостроенный 
цикл горизонтальных ребер с последующим пе-
реходом к очередному уровню решетки вверх. 
Для решетки шириной 2m = 1 для каждого со-
стояния нужно перебрать все 22m способов уста-
новить горизонтальные ребра, чтобы перейти в 
другие состояния. Всю информацию о том, из 
каких состояний в какие можно перейти, запи-
сывают в матрицу T(m), которая называется мат-
рицей переноса. В нашем примере для m = 1 все-
го 8 возможных состояний, которые указаны на 
рис. 3. Пронумеровав их в указанном порядке, 
запишем возможные переходы между ними 
в матрицу переноса:

0 1 0 0 0 1 1 0

0 0 1 1 1 0 0 0

0 1 0 0 0 1 0 1

0 1 0 0 0 0 1 1
(1)

0 0 0 0 0 1 1 1

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

T , 7

0 8 0 0 0 32 32 36

0 0 8 8 56 0 0 0

0 8 0 0 0 28 28 32

0 8 0 0 0 28 28 32
(1)

0 0 0 0 0 8 8 8

0 0 0 0 8 0 0 0

0 0 0 0 8 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

T .

Рис. 3. Все возможные состояния для решетки шириной 3

Элемент Tij(m) = 1, если можно перейти из со-
стояния i в состояние j и Tij(m) = 0 в противном 

случае. Например, для m = 1 из состояния 2 мож-
но перейти в состояние 5 (такой переход есть на 
рис. 2 слева), значит T25(1) = 1. Число гамильто-
новых циклов на решетке P3 × Pk (для любого 
натурального k) равно числу способов перейти 
от начального состояния 1 (когда построение 
цикла еще не началось) в конечное состояние 8 
(когда цикл замкнулся и дефект пройден) за k 
шагов. А это число определяется как элемент 
(1,8) матрицы Tk(1). Например, на решетке P3 × P7 
элемент (T 7(1))18 = 36, таково и количество пред-
гамильтоновых циклов на ней. 

В самой реализации алгоритма матрица T(m) 
явно не сохраняется, более того, все состояния 
особым образом кодируются и сжимаются, о 
чем подробнее написано в [1]. В табл. 1 указаны 
порядки сжатых матриц переноса для случаев 
m = 1, 2, …, 10. Например, в случае m = 1 все 8 
состояний можно сжать до 3. Это число 3 и ука-
зано в табл. 1 в строке m = 1.

Для подсчета предгамильтоновых циклов 
была написана компьютерная программа, реа-
лизующая метод из [1], модифицированный та-
ким образом, чтобы учитывать положение  де-
фекта на решетке. Модификация заключается 
лишь в том, что для каждого состояния необхо-
димо хранить информацию о том, был ли прой-
ден дефект на решетке или нет. Это немногим 
более чем вдвое увеличивает число состояний по 
сравнению с поиском гамильтоновых циклов.

Для сравнения в табл. 1 также выписано чис-
ло состояний, возникающих в случае подсчета 
гамильтоновых циклов.

Таблица 1
П о р я д о к  с ж а т о й  м а т р и ц ы  п е р е н о с а 

и  р е к у р р е н т н о г о  с о о т н о ш е н и я
д л я  г а м и л ь т о н о в ы х  ц и к л о в  н а  р е ш е т к а х 
P2m+1 × P2n и  п р е д г а м и л ь т о н о в ы х  ц и к л о в  н а 

р е ш е т к а х  P2m+1 × P2n+1

Порядок матрицы переноса Порядок 
соотношения

P2m+1 × P2n P2m+1 × P2n+1 hm(n) pm(n)
1 2 3 1 2
2 8 12 3 6
3 37 67 18 36
4 213 416 104 208
5 1332 2 752 671 1342
6 8 916 19 189
7 62 121 138 205
8 446 483 1 020 530
9 3 284 418 7 678 732
10 24 620 184 58 671 018

О ПРАВИЛЬНОСТИ ПОЛУЧЕННЫХ ДАННЫХ

Правильность метода матрицы переноса до-
казана в [2], а правильность работы нашего ме-
тода, описанного в [1], вытекает из самого пост-
роения матрицы переноса: программа перебира-
ет абсолютно все возможные состояния и рас-
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считывает все возможные переходы между ними 
посредством полного перебора. Число таких со-
стояний, указанное в табл. 1, не слишком велико 
для современных вычислительных систем, од-
нако оно существенно меньше, чем число все-
возможных циклов (табл. 2), перечислить кото-
рые полным перебором, считая их по одному, 
невозможно.

Таблица 2
К о л и ч е с т в о  п р е д г а м и л ь т о н о в ы х  ц и к л о в

н а  к в а д р а т н о й  р е ш е т к е  P2n+1 × P2n+1

n Количество предгамильтоновых циклов

1 5
2 226
3 255088
4 6663430912
5 3916162476483538
6 51249820944023435573470
7 14870957102232406137455708164254
8 95494789899510664733921727510895952184006
9 13559554600804304977439766815372028940021573343275526

10 425577772\
73614434293884765869188518513149602332875710275078966598

Правильность работы самой программы, реа-
лизующей метод, не может быть доказана стро-
го, поскольку является объектом вольного твор-
чества ее автора. Однако косвенные проверки 
показывают, что, по-видимому, программа рабо-
тает правильно. Например, число циклов на ре-
шетках P2m+1 × P2n+1 и P2n+1 × P2m+1 должно быть 
одинаковым. Действительно, оно получилось 
одинаковым для тех решеток, на которых прово-
дились расчеты, в чем можно убедиться, взяв 
фактические данные с нашего сайта [5]. Анализ 
результатов, проделанный ниже, дает вполне за-
кономерный итог: если ширина решетки фикси-
рована, а длина неограниченно растет, то можно 
предположить, что число предгамильтоновых 
циклов на решетке P2m+1 × P2n+1 с точностью до 
константы в n раз больше, чем число гамильто-
новых циклов на решетке P2m+1 × P2n, так как де-
фект может занимать любой из (2m + 1)(2n +1) 
узлов. Как мы увидим далее, именно это и под-
твердилось для тех случаев, для которых уда-
лось провести точные вычисления. 

АНАЛИЗ РЕКУРРЕНТНЫХ СООТНОШЕНИЙ 
И ПРОИЗВОДЯЩИХ ФУНКЦИЙ

Несмотря на то что метод матрицы переноса 
является более эффективным способом подсче-
та циклов в сеточных графах, чем метод полного 
перебора, в силу самой природы рассматривае-
мой задачи он оказывается чрезвычайно ресур-
соемким и не может быть использован при пов-
седневных расчетах. Крайне желательно иметь 
более компактное представление для результа-
тов, полученных этим методом. 

К счастью, природа самого метода матрицы 
переноса такова, что полученные с его помощью 
числовые последовательности будут удовлетво-
рять линейным рекуррентным соотношениям с 
постоянными коэффициентами. Наличие такой 
возможности, являющейся следствием теоремы 
Кели – Гамильтона, позволяет, в частности, оце-
нить сверху порядок рекуррентного соотноше-
ния порядком матрицы переноса.

Обозначим число предгамильтоновых цик-
лов на решетке P2m+1 × P2n+1 символом pm(n). 
Последовательность чисел pm(n) будет удовлет-
ворять линейному однородному рекуррентному 
соотношению с постоянными коэффициентами

1

( ) ( ),
mN

m k m m
k

p n c p n k n N ,

причем порядок этого соотношения (который 
мы обозначили как Nm) не будет превосходить 
порядок матрицы T(m). Механизм восстановле-
ния рекуррентного соотношения по начальному 
отрезку последовательности сводится к методу 
неопределенных коэффициентов: зная числа 
pm(n) в достаточном количестве, можно соста-
вить систему линейных уравнений относитель-
но неизвестных ck и решить ее. Система уравне-
ний получается подстановкой чисел pm(Nm + 1), 
pm(Nm + 2), … в рекуррентное соотношение:

1

2

( ) ( 1) (1) ( 1)
( 1) ( ) (2) ( 2)

(2 1) (2 2) ( ) (2 )
m

m m m m m m m

m m m m m m m

Nm m m m m m m m

cp N p N p p N
cp N p N p p N

cp N p N p N p N

.

Поскольку для восстановления коэффициентов 
c1, c2, cNm

…,  требуется удвоенное количество 
членов последовательности, рекуррентное соот-
ношение будет гарантированно правильным, 
если количество известных чисел pm(n) не мень-
ше удвоенного порядка матрицы переноса. 
Поэтому основной задачей здесь является полу-
чение достаточно длинной последовательности 
чисел (табл. 1). В настоящем исследовании были 
получены новые рекуррентные соотношения 
для случаев m = 1, …, 5. В силу громоздкости 
полученных выражений детально рассмотрены 
лишь примеры для m = 1, 2, в то время как ос-
тальные выведенные рекуррентные соотноше-
ния и начальные данные к ним свободно доступ-
ны для скачивания на авторском сайте [5].

В нашем примере для m = 1 последователь-
ность pm(n) для n = 1, 2, 3, … имеет вид 5, 14, 36, …, 
а рекуррентное соотношение имеет порядок 2 [5]:

1(1) 5p , 1(2) 14p , 1 1 1( ) 4 ( 1) 4 ( 2),p n p n p n 2n .
Любому линейному рекуррентному соотно-

шению с постоянными коэффициентами соот-
ветствует рациональная производящая функция, 
которая генерирует точно такую же последова-
тельность. Изучать предельные свойства после-
довательности удобнее именно через производя-
щие функции. Если ввести обозначение Gm(z) 
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для производящей функции, соответствующей 
рекуррентному соотношению для решеток 
P2m+1 × P2n+1, то, например, для m = 1 она будет 
иметь вид

2 3
1 2

(5 6 )( ) 5 14 36
(1 2 )
z zG z z z z

z
.

Асимптотика количества предгамильтоно-
вых циклов определяется поведением функции 
вблизи единственного полюса z = 1/2, который 
имеет кратность 2. Обратную величину к глав-
ному корню знаменателя производящей функ-
ции Gm(z) будем обозначать κm, то есть κ1 = 2. Из 
этого следует, что p1(n) ~ v1 ⋅ n ⋅ 2n при n → ∞. То 
есть количество предгамильтоновых циклов 
растет экспоненциально с ростом длины решет-
ки, но, помимо экспоненты, главный член асим-
птотики имеет полиномиальный множитель. 
Вычисление значения константы v1 в цели нашей 
работы не входит, но при необходимости его 
можно определить приближенно, рассчитав от-
ношение p1(n)/(n ⋅ 2n) для достаточно большого 
значения n. Так, для n = 500 получим 1,003000...

Мы проиллюстрировали схему анализа по-
лученных рекуррентных соотношений на при-
мере решетки шириной 3, чтобы иллюстрация 
не оказалась слишком громоздкой. В этом слу-
чае решение может быть найдено в виде явной 
формулы. Разложение производящей функции 
G1(z) в ряд по степеням z дает явное выражение 
для коэффициента при zn:

1
3( ) 2
2

np n n ,

из которого сразу видно, что v1 = 1 и что p1(n) ~ 
~ n ⋅ 2n при n → ∞. К сожалению, явные формулы 
для случаев m > 1 не могут быть получены в 
столь компактной форме, но тогда вполне при-
меним метод анализа, описанный выше.

Интересная особенность производящих фун-
кций для числа предгамильтоновых циклов на 
решетках P2m+1 × P2n+1 проявляется в их сравне-
нии с производящими функциями для числа га-
мильтоновых циклов на решетках P2m+1 × P2n, ко-
торые мы обозначим через Hm(z) (о поиске таких 
циклов подробно написано в [1]). Зная рекуррен-
тные соотношения для числа гамильтоновых 
циклов на решетках с нечетной шириной до P13 × 
× P2n [1], мы точно так же можем построить про-
изводящие функции Hm(z). Указанная особен-
ность состоит в том, что знаменатель производя-
щей функции Gm(z) является квадратом знамена-
теля Hm(z) для всех рассмотренных случаев 
вплоть до m = 5, а главный (минимальный по мо-
дулю) корень знаменателя Hm(z) является прос-
тым. Например, в случае m = 1, то есть на решет-
ке P3 × P2n, рекуррентное соотношение для числа 
гамильтоновых циклов имеет вид [5]

1(1) 1h , 1 1( ) 2 ( 1), 1h n h n n ,

а производящая функция, соответственно,
2 3

1( ) 2 4
1 2

zH z z z z
z

.

Как видно, знаменатель G1(z) равен квадрату 
знаменателя H1(z).

Аналогичные результаты получаются для 
случаев m = 2, 3, 4, 5. В этом можно убедиться, 
взяв все фактические данные (рекуррентные со-
отношения и начальные данные для гамильто-
новых и предгамильтоновых циклов) на нашем 
сайте [5]. Например, для m = 2

2 3
(1 3 )( )

1 11 2
z zH z

z z
 и 

2 3 4 5

2 23

2 (7 41 9 4 6 )( )
1 11 2

z z z z z zG z
z z

.

Асимптотика коэффициентов разложения ра-
циональной производящей функции в ряд 
Маклорена определяется минимальным корнем 
знаменателя. Он может быть найден точно, но в 
целях экономии мы его округлим: z ≈ 0,0907731. 
Обратная величина κ2 ≈ 11,01648. Для знаменате-
ля H2(z) корень является простым (оба других 
комплексные), что дает право записать

( )mh n ~ n
2 11,01648 , ( )mp n ~ n

2 11,01648n

при n .
Константы μ2 ≈ 0,115149 и v2 ≈ 0,605767 также 

определяются приближенно, если это необходи-
мо. Во всех остальных случаях (m = 3, 4, 5) ис-
следование также показало, что главный корень 
знаменателя Hm(z) является простым, а знамена-
тель Gm(z) является квадратом знаменателя Hm(z). 
Вышесказанное позволяет сформулировать ги-
потезу о том, что данное наблюдение справедли-
во для всех натуральных m. Мы сформулируем 
ее в иной форме в заключении.

В табл. 1 указаны порядки рекуррентных со-
отношений (а значит, и степени знаменателей 
производящих функций) для гамильтоновых и 
предгамильтоновых циклов. Эти порядки отли-
чаются в два раза.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ВЫВОДЫ

Полученные результаты позволяют сформу-
лировать следующую гипотезу. Если число га-
мильтоновых циклов hm(n) на решетке P2m+1 × P2n 
имеет скорость роста ( )mh n ~ n

m m  при n → ∞, 
то число предгамильтоновых циклов pm(n) на ре-
шетке P2m+1 × P2n+1 имеет скорость роста 

( )mp n ~ n
m mn . Основание показательной фун-

кции этих асимптотик одно и то же и зависит 
только от ширины решетки. Вид главного члена 
асимптотики получен точными методами для 
m = 1, …, 5; гипотеза утверждает, что такой вид 
будет сохраняться для всех натуральных m.



А. М. Караваев102

Интересной представляется проверка гипо-
тезы до m = 10 с помощью методов аппроксима-
ции числовых последовательностей [6], но это не 
входило в цели нашей работы. Однако наш ме-
тод позволяет получить последовательности 
чисел pm(n) для решеток шириной до 21, что 
подтверждается результатами, приведенными 
в табл. 2. 

В статистической механике полимеров [8] до-
казано существование предела 22 1lim m

m m  
для случая гамильтоновых циклов, следователь-
но, если гипотеза верна, то величина κ – универ-
сальная константа связности – одна и та же для 
гамильтоновых и предгамильтоновых циклов.

Показано, что расчет асимптотических свойств 
плотноупакованных трансформаций полиме-
ров должен проводиться с учетом характерис-
тик среды: если среда моделируется решеткой 
с дефектами или не обладает свойством гамиль-
тоновости, то это влияет на скорость роста воз-
можных трансформаций и, следовательно, на 
термодинамические свойства модели.

В работе [1] заявлены точные значения числа 
гамильтоновых циклов для решеток размером 

до P22 × P100 и рекуррентные соотношения для 
решеток шириной до 14. В настоящем исследо-
вании были получены точные значения количес-
тва предгамильтоновых циклов на квадратных 
решетках с нечетными сторонами до P21 × P21. 
Результаты указаны в табл. 2, а также зарегист-
рированы в энциклопедии целочисленных пос-
ледовательностей [9] под номером A181584. 
Получены рекуррентные соотношения для ре-
шеток шириной до 11. Расчеты проводились на 
кластере Карельского научного центра [3]. 
Можно проверить справедливость наших выво-
дов с помощью систем компьютерной алгебры, 
взяв все фактические данные с нашего сайта [5], 
а также перепроверить наши расчеты, реализо-
вав самостоятельно алгоритм, подробно описан-
ный в [1] с незначительными изменениями каса-
тельно положения дефекта, описанными в на-
стоящей работе.

Далее планируется изучить свойства простых 
циклов  максимальной длиной на решетках с бо-
лее чем одним дефектом. Мы предполагаем, что 
главный член асимптотики для числа таких цик-
лов будет содержать множителем полином той 
степени, каково количество дефектов.
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ПОСТРОЕНИЕ МОДЕЛЕЙ ОДНОСЛОЙНЫХ УГЛЕРОДНЫХ НАНОТРУБОК 
И РАСЧЕТ КООРДИНАТ АТОМОВ В НИХ

Углеродные нанотрубки – структуры, обладающие рядом уникальных физических свойств, опреде-
ляемых внутренним строением. В зависимости от особенностей взаимного расположения атомов в 
нанотрубках выделяют несколько типов таких структур. Описана методика, на основании которой 
возможен расчет координат атомов и моделирование всего спектра однослойных углеродных на-
нотрубок. Использование данных моделей делает возможным идентификацию наличия нанотрубок 
в исследуемых образцах и расчет их физических свойств.
Ключевые слова: углеродные нанотрубки, алгоритм построения, структура, координаты атомов

ВВЕДЕНИЕ

Углеродные нанотрубки сочетают в себе 
свойства молекул и твердого тела и могут рас-
сматриваться как промежуточное состояние ве-
щества. Эта особенность привлекает к себе вни-
мание исследователей, изучающих фундамен-
тальные особенности поведения данного объек-
та в различных условиях. Углеродные нанотруб-
ки проявляют ряд уникальных свойств. Напри-
мер, нанотрубки, имеющие различный угол 
ориентации графитовой плоскости относитель-
но оси трубки, имеют различные электронные 
характеристики, что может быть использовано 
при создании электронных устройств следую-
щего поколения. Указанные особенности, пред-
ставляющие значительный научный интерес, 
могут быть положены в основу эффективного 
прикладного использования нанотрубок в раз-
личных областях науки и технологии. Несмотря 
на огромное число теоретических и эксперимен-
тальных работ по изучению углеродных клас-
терных наносистем, до сих пор нет единого под-
хода, позволяющего объяснить структуру и 
свойства новых форм углерода. В связи с этим 
приобретает особую актуальность развитие ме-
тодов нахождения координат атомов в данных 
нанообъектах, которые необходимы для анализа 
структуры и теоретического расчета физичес-
ких свойств. 

Цель данной работы – разработка алгоритма 
формирования координат атомов в однослойных 
углеродных трубках любых типов.

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ПОСТРОЕНИЯ 
МОДЕЛЕЙ ОДНОСЛОЙНЫХ НАНОТРУБОК

Модельно формирование однослойной угле-
родной нанотрубки можно рассмотреть как про-

цесс сворачивания плоской графеновой сетки в 
круговой цилиндр. Основными характеристика-
ми структуры получаемых таким образом на-
нотрубок являются их длина, диаметр и такой 
параметр, как хиральность. Хиральность харак-
теризуется двумя целыми числами (n, m), кото-
рые указывают местонахождение того шести-
угольника сетки, который в результате сверты-
вания должен совпасть с шестиугольником, на-
ходящимся в принятом начале координат. Эти 
числа называют индексами хиральности. Инде-
ксы однозначно задают размер слоя и направле-
ние сворачивания [1].

Согласно многим литературным источникам 
[3], [4], [5], [6], [7], [8], индексы хиральности за-
дают трансляции вдоль осей x и y в кристалло-
графической гексагональной сетке с углом меж-
ду векторами элементарных трансляций a

r
 и b
r

, 
равным 60°. Однако это не совсем верно, так как 
с точки зрения классической кристаллографии 
данный угол равен 120° и, соответственно, ячей-
ка выглядит несколько иным образом (рис. 1).

Рис. 1. Гексагональная сетка, при сворачивании которой 
образуется нанотрубка (r1, r2, r3 – межатомные расстояния 

в графитовом кольце)
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Для указания направления сворачивания 
вводится вектор хиральности hC na mb= +

uur uur r
, где 

a
r

 и b
r

 – вектора элементарных трансляций 
вдоль двух направлений сетки, а n и m – коли-
чество трансляций вдоль соответствующих на-
правлений, являющихся индексами хиральнос-
ти. Также при этом следует иметь в виду, что в 
графите модули векторов элементарных транс-
ляций ( ,  a b

r r
) равны между собой и составля-

ют величину 2,46 Å. 
Направление, перпендикулярное вектору хи-

ральности, – это ось формируемой нанотрубки. 
Таким образом, при сворачивании сетки вдоль 
данного вектора вокруг оси формируются «вит-
ки» нанотрубки. Модуль вектора хиральности 
определяет угол хиральности (угол сворачива-
ния) нанотрубки (рис. 1):

2 2

2cos( )
2

n m
n nm m

 .
 

(1)

В зависимости от угла хиральности выделя-
ют следующие типы нанотрубок:

1. Для нанотрубок с индексом m = 0 угол хи-
ральности равен 0о. Такие трубки принято назы-
вать трубками типа «зиг-заг» (рис. 2а), которые 
описываются набором индексов (n, 0);

2. В трубках с индексом n = 2m угол хираль-
ности равен 30о. Такие трубки, также называе-
мые трубками типа «кресло» (рис. 2b), описыва-
ются набором индексов (2m, m);

3. Указанные выше типы нанотрубок счита-
ются идеальными, так как при сворачивании 
графенового слоя сохраняется идеальная струк-
тура (то есть не происходит искажения структу-
ры гексагональной сетки). Данные идеальные 
трубки – предельные случаи. Все остальные на-
нотрубки – неидеальные, или хиральные, – име-
ют углы хиральности от 0 до 30о [1], [2], [3], [4], 
[6], [7]. При формировании хиральной нанотруб-
ки получается своего рода «спираль» в располо-
жении атомов углерода (рис. 2с).

Рис. 2. Нанотрубки типа «зиг-заг» (n = 9, m = 0) (a),
«кресло» (n = 10, m = 5) (b) и хиральные (n = 11, m = 3) (c)

В случае когда строится идеальная нанотруб-
ка, при «заворачивании» вектора hC

uur
 его конец 

совмещается с началом и образуется один за-
мкнутый круговой виток. Таким образом, дан-
ный вектор соединяет два эквивалентных узла в 
сетке. Если же нанотрубка является хиральной, 
то формируется не один замкнутый виток, а 
«спираль». Но при этом начало и конец данной 
спирали (вне зависимости от количества полу-
ченных витков) – это  также эквивалентные по-
ложения узлов сетки.

Модуль вектора хиральности определяет 
длину одного такого витка:

2 2( )hL C a n nm m  .
 

(2)

Из известной формулы для длины окружнос-
ти можно получить, что диаметр витка, равно 
как и диаметр получаемой нанотрубки, вычис-
ляется как:

2 2 2 23( ) ( )r aD n nm m n nm m . (3)

Здесь r – межатомное расстояние в графите, 
равное 1,42 Å, a – параметр гексагональной ячей-
ки, равный 2,46 Å [1], [5].

Для характеристики нанотрубки также вво-
дится такой параметр, как степень хиральности 
[1], определяемый следующим образом:

K
ch
=
m

n
. (4)

Так как индексы хиральности – целые числа, 
то в нанотрубках одинаковой степени хираль-
ности соответствующие индексы кратны между 
собой. В этой связи можно ввести такой пара-
метр, как «номер нанотрубки», который будет 
определяться как наибольший общий делитель 
(НОД) индексов хиральности:

( , )d n m . (5)

Исходя из формулы (3) с учетом (5) можно 
сделать вывод, что для нанотрубок одинаковой 
степени хиральности (например, для трубок с 
индексами (2,1) и (6, 3)) набор возможных диа-
метров дискретен, то есть нанотрубка не может 
иметь абсолютно произвольный диаметр, он оп-
ределяется индексами хиральности.

Определенный таким образом параметр d – 
один из параметров симметрии, которые позво-
ляют определить основные операции симметрии 
и принципы построения нанотрубок. Следующий 
параметр симметрии – dR:

(2 ,2 )Rd n m m n  . (6)

Как и диаметр, длина нанотрубки также не 
может быть абсолютно произвольной. Это свя-
зано с тем, что в направлении, перпендикуляр-
ном направлению сворачивания трубки, то есть 
вдоль оси нанотрубки (или по ее длине), также 
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имеется определенное количество ячеек графи-
товой сетки между двумя эквивалентными узла-
ми, которое определяет «мотив», или уникаль-
ный, неповторимый характер расположения ато-
мов вдоль оси нанотрубки. Так, вдоль оси на-
нотрубка состоит из целой последовательности 
таких «мотивов». Таким образом, длина также 
зависит от хиральности нанотрубки. Она опреде-
ляется трансляционным вектором 1 2T t a t b= +

ur r r
, 

перпендикулярным вектору хиральности (рис. 3), 
который характеризует минимальную длину 
(или шаг, трансляцию) вдоль направления оси 
нанотрубки.

Рис. 3. Минимальная область «сетки», используемая 
для формирования нанотрубки

Данный вектор соединяет два эквивалентных 
положения узлов сетки вдоль оси получаемой 
нанотрубки. При этом коэффициенты 1t , 2t  и 
длина вектора T

ur
 определяются следующим об-

разом:

1
2

R

m nt
d

, 2
2

R

n mt
d

, 3

R

LT
d . (7)

Таким образом, после того как определены 
вектор hC

uur
, соответствующий минимальным ин-

дексам трубки с данной степенью хиральности, 
и вектор трансляции, в гексагональной сетке 
можно выделить прямоугольную область, огра-
ниченную данными векторами, – так называе-
мую трансляционную ячейку (рис. 3). При транс-
лировании данной ячейки вдоль направления 
вектора hC

uur
 получается часть гексагональной 

сетки, при сворачивании которой можно сфор-
мировать нанотрубку бóльшего радиуса. Для ва-
риации радиуса следует использовать различ-
ные индексы хиральности. При транслировании 
данной ячейки вдоль направления вектора T

ur
 по-

лучается часть гексагональной сетки, при свора-
чивании которой можно сформировать нано-
трубку бóльшей длины. Для вариации длины 
следует использовать различное целое число 
трансляционных векторов T

ur
.

Область, ограниченная векторами хираль-
ности hC

uur
 и вектором, характеризующим длину 

нанотрубки, содержит N гексагональных колец, 
где N находится из следующего соотношения:

2 22( )

R

n nm mN
d

. (8)

Для расчета остальных параметров симмет-
рии (которые будут определять процедуру сво-
рачивания) необходимо найти вектор симметрии 
R pa qb= +
ur r r

(рис. 3). Параметры p и q вычисля-
ются из следующих соотношений:

d = nq – mp, 0 /p n d , 0 /q m d , (9)

где d рассчитывается по формуле (5).
Иногда вместо вектора симметрии в качестве 

аналога выделяют базовые операции симметрии  
R = (ψ, τ) (рис. 3), где

dT
N

, 2 M
N

,
 
(или же ) 

2
L ,

 
(10)

где τ – смещение вдоль оси трубки, ψ – угол по-
ворота вокруг оси трубки, χ – смещение вдоль 
вектора хиральности, соответствующее углу по-
ворота ψ, M – число оборотов на 360° вокруг оси 
трубки, находящееся из соотношения:

(2 ) (2 ) / RM n m p m n q d  . (11)

В случае если строится нанотрубка типа «зиг-
заг», то есть индексы хиральности (n, 0), пара-
метры p = 1, q = 1, это приводит к значению 
M = 1 [4], [7].

МЕХАНИЗМ ФОРМИРОВАНИЯ КООРДИНАТ 
АТОМОВ В МОДЕЛЯХ ОДНОСЛОЙНЫХ 
УГЛЕРОДНЫХ НАНОТРУБОК

Рассмотрим процесс формирования коорди-
нат атомов на примере нанотрубки с индексами 
хиральности n = 6, m = 2 и одной трансляцией 
по длине трубки. Для этого вначале необходимо 
рассчитать параметры формируемой трубки по 
формулам (1–11) (табл. 1).

Таблица 1
 П а р а м е т р ы  н а н о т р у б к и  с  и н д е к с а м и 

х и р а л ь н о с т и  n  =  6 ,  m  =  2

Параметр cos θ D, Å Kch d dR |T|, Å
Значение 0,945 4,143 3 2 2 11,273
Параметр N P, q M τ ψ χ
Значение 28 2,1 9 0,805 2,020 4,184

На рис. 4 вектор хиральности обозначен как 
(6,2)C
ur

. Так как d = 2, то минимальная трубка той 
же степени хиральности – трубка с индексами 
хиральности n = 3, m = 1. Поэтому очевидно, что 
трубка (6,2) получается из трубки (3,1) трансли-
рованием вдоль направления вектора хираль-
ности (3,1)C

ur
. Можно сделать вывод, что узлы A и 

B – эквивалентные узлы.
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Рис. 4. Формирования координат атомов нанотрубки 
с индексами хиральности n = 6, m = 2

Вектор трансляции, обозначенный как (6,2)T
ur

 
(по сути, (6,2) (3,1)T T=

ur ur
) (рис. 4), также соединяет 2 

эквивалентных узла – A и D. Таким образом, ми-
нимальная область сетки, из которой может 
быть образована нанотрубка с данной степенью 
хиральности, ограничена узлами A, B, F, D – это 
все эквивалентные узлы сетки. Для нанотрубки 
(6,2) данная область транслируется вдоль на-
правления вектора хиральности.

В начале построения в минимальной области 
сетки, из которой формируется нанотрубка, вы-
деляется двухатомная ячейка, которая содержит 
атомы, находящиеся в двух кристаллографичес-
ки неэквивалентных позициях в гексагональной 
ячейке. В данном случае это узлы A и E (рис. 4).

При «сворачивании» сетки на каждом шаге 
для каждого атома двухатомной ячейки приме-
няются операции симметрии R = (ψ, τ). Таким 
образом, узел A «переходит» в узел A’, E – в E’ 
(рис. 4). При этом следует отметить, что узел E 
дополнительно смещен относительно узла A 
(аналогично узел E’ относительно узла A’) как 
вдоль оси, так и вдоль вектора хиральности 
(рис. 4). Для нахождения этих дополнительных 
смещений следует воспользоваться следующи-
ми формулами:

' 'sin(30 ),  ' / , o
ntrr R  (12)

где 
' cos(30 )or , 30o – максимальный угол 

хиральности (соответствует нанотрубке типа 
«кресло»), θ – угол хиральности, RNtr – радиус 
формируемой нанотрубки.

Так как d ≠ 1, на каждом шаге необходимо 
рассчитывать координаты эквивалентных узлов, 
возникающих при транслировании вдоль векто-
ра хиральности (например, на рис. 4 при расчете 
координат узла A нужно рассчитывать коорди-
наты узла B). Для этого необходимо знать допол-
нительные смещения вдоль оси и углы поворота 
вокруг оси трубки. Так, вдоль оси трубки узел, 
эквивалентный данному, располагается в том же 
положении, поэтому дополнительных смещений 
не будет. А вдоль вектора хиральности эквива-
лентный узел смещен относительно предыдуще-

го эквивалентного узла (в нашем примере – узел 
B относительно узла A) (рис. 4). Данное смеще-
ние аналогично дополнительному повороту вок-
руг оси нанотрубки на угол:

2
d

 . (13)

После расчета параметров τ, ψ, χ, τ', ψ', χ', Δψ 
производится последовательное движение вдоль 
оси нанотрубки и расчет на каждом шаге необ-
ходимых координат атомов (в декартовой систе-
ме): координата x – положение вдоль оси трубки, 
а координаты y и z получаются при вращении 
вокруг оси:

*sin
*cos

ntr

ntr

y R
z R

 , (14)

где φ – текущий угол поворота вокруг оси на-
нотрубки.

Общее количество шагов при «расчете» на-
нотрубки вычисляется как:

*ntr LL N Tcount , (15)

где LNtr – длина нанотрубки, NL – количество 
трансляций T по длине.

При моделировании нанотрубки следует об-
ратить внимание на выбор индексов хиральнос-
ти – n и m могут принимать ограниченное число 
значений. Так, индексы хиральности должны 
удовлетворять условиям:

n > 0, m ≥ 0, n ≥ 2m. (16)
Также следует отметить, что если моделиру-

ются нанотрубки, индексы хиральности кото-
рых указаны с учетом распространенного в за-
рубежной литературе допущения, что угол меж-
ду векторами элементарных трансляций в гекса-
гональной ячейке равен 60о, то необходим пере-
счет указанных индексов хиральности в индек-
сы, соответствующие классическому представ-
лению (учитывающие, что угол равен 120о). 
Тогда следует воспользоваться следующими 
формулами перехода:

2 1 1n n m= + ,
    2 1m m= , (17)

где n1, m1 – индексы хиральности для ячейки с 
углом 60о, n2, m2 – индексы хиральности для 
ячейки с углом 120о.

NANOTUBE – ПРОГРАММА ГЕНЕРАЦИИ 
КООРДИНАТ АТОМОВ В МОДЕЛЯХ 
ОДНОСЛОЙНЫХ УГЛЕРОДНЫХ НАНОТРУБОК

На основе приведенных выше теоретических 
данных был разработан алгоритм формирова-
ния координат атомов в замкнутых однослой-
ных углеродных нанотрубках любого типа. 
С использованием данного алгоритма на языке 
программирования Фортран была написана про-
грамма NanoTube.
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При помощи полученной программы были 
смоделированы нанотрубки различного радиу-
са, длины, степени хиральности. При этом ока-
залось, что при малых значениях индексов хи-
ральности радиус формируемой трубки получа-
ется настолько мал, что формируется некая 
структура, которую довольно трудно назвать 
нанотрубкой (рис. 5). Также следует отметить, 
что межатомные расстояния в таких структурах 
зачастую далеки от «нормальных» расстояний 
в графите (рис. 1, табл. 2).

Рис. 5. Фрагмент нанотрубки с индексами хиральности 
n = 2, m = 1 длиной 50 Å

При бóльших индексах хиральности проис-
ходит постепенное формирование структур, ко-
торые уже представляют замкнутые цилиндри-
ческие поверхности (рис. 2). При этом с увеличе-
нием радиуса нанотрубки межатомные расстоя-
ния выравниваются и приближаются к «графи-
товым» расстояниям (рис. 1, табл. 1).

Таблица 2 
С р а в н е н и е  м е ж а т о м н ы х  р а с с т о я н и й 

в  р а з л и ч н ы х  о б р а з ц а х

Расстояние 
(рис. 6)

Графит,
R = ∞

Нанотрубка, 
n = 2, m = 1,

R = 0,67813 Å

Нанотрубка, 
n = 40, m = 20,
R = 13,5627 Å

r1 1,4203 Å 1,1746 Å
1,4046 Å

1,4196 Å
1,4202 Å

r2 2,4600 Å
1,8310 Å 
2,4598 Å
2,4601 Å

2,4584 Å
2,4600 Å

r3 2,8406 Å 2,7260 Å 2,8354 Å
2,8402 Å

АНАЛИЗ РАЗЛИЧНЫХ ПРОГРАММ 
МОДЕЛИРОВАНИЯ ОДНОСЛОЙНЫХ 
НАНОТРУБОК

В процессе работы также был произведен по-
иск в сети Интернет аналогичных программ. 
В частности, были выделены 2 программы – 
MCAD [3] и TubeVbs [8]. Общая черта обеих про-
грамм – использование гексагональной ячейки с 
углом 60о. Рассмотрим особенности алгоритмов 
данных программ.

MCAD. Формирование координат атомов в на-
нотрубке происходит в несколько этапов:

1. На основе параметров одной гексагональ-
ной ячейки формируются координаты всех уз-
лов некоторой сетки максимально возможного 
размера;

2. На основании введенных пользователем 
параметров моделируемой нанотрубки (длины и 
индексов хиральности) в данной сетке выделя-
ется область, из которой будет сформирована 
нанотрубка;

3. Для каждого узла сетки определяется, при-
надлежит ли он области, выделенной на втором 
шаге. Если принадлежит, то производится рас-
чет декартовых координат на поверхности ци-
линдрически сформированной трубки;

4. Результат выводится на экран с возможнос-
тью сохранения файла координат.

Особенности данной программы:
1. Написана на языке JAVA, что дает возмож-

ность компилировать и запускать под различны-
ми операционными системами;

2. Медленная работа по причине множества 
расчетов;

3. Выделяется мало памяти, поэтому нельзя 
моделировать большие нанотрубки;

4. Выходной файл – файл формата *.HIN 
(входной для программы HyperChem).

TubeVbs. Данный алгоритм схож с разрабо-
танным нами алгоритмом, так как основывался 
на тех же теоретических выкладках [5], [7]. Но 
в нем есть свои особенности:

1. Вектора хиральности и трансляции откла-
дываются от центра гексагонального кольца, 
то есть в «начальном» положении отсчета нет 
атома;

2. Для моделирования трубки используются 
«винтовые» и «вращательные» операции сим-
метрии:

a) «винтовой мотив» определяется как коли-
чество «двухатомных» ячеек, укладываю-
щихся вдоль вектора хиральности;

б) «вращательный мотив» определяется как 
количество «винтовых мотивов» вдоль оси 
трубки;

3. В программе учитывается возможность ра-
диального искажения трубки: она может не яв-
ляться идеальным цилиндром, у которого в ос-
новании – окружность.

Особенности данной программы:
1. Программа написана на языке Visual Basic 

Script, что позволяет запускать ее только в среде 
Windows;

2. Пользователь не может задать длину моде-
лируемой трубки, лишь число трансляций вдоль 
оси, что не очень удобно;

3. Высокая скорость работы, малые объемы 
требуемой памяти;

4. Создается файл формата *.XYZ, содержа-
щий лишь координаты атомов, что затрудняет 
использование данных файлов в других исполь-
зуемых нами программах.

Особенности разработанной программы 
NanoTube:

1. Программа написана на языке программи-
рования Фортран, что позволяет компилировать 
и запускать ее под разными операционными 
системами;

2. Высокая скорость работы и малые объемы 
требуемой памяти;

3. В процессе работы пользователю представ-
ляются именно физические параметры модели-
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руемой трубки, которые он может откорректи-
ровать;

4. Выходной файл – файл формата *.DXR, ко-
торый необходим для программ, реализующих 
расчет теоретических картин рассеяния рентге-
новских лучей полученными объектами. Эти 
картины необходимы для интерпретации данных 
рентгенографических экспериментов по изуче-
нию структуры углеродных материалов [2].

Для сравнения программы NanoTube с дру-
гими программами (MCAD, TubeVbs) в каждой 
из них были смоделированы одинаковые на-
нотрубки (радиуса RNtr = 3,856 Å и длины  
LNtr = 41,964 Å) и рассчитаны дифракционные 
картины рассеяния (в качестве критерия сравне-
ния была взята интерференционная функция 
рассеяния, условно обозначенная как H(S)). Так, 
для программ MCAD и TubeVbs были приняты 
индексы хиральности n = 8, m = 3, а для програм-
мы NanoTube, исходя из формул перехода (17), 
соответствующие индексы хиральности равня-
лись n = 11, m = 3. 

Результат сравнения представлен на рис. 6.

Рис. 6. Зависимости H(S) для хиральных образцов, 
полученных разными программами

На приведенном графике видно, что зависи-
мости H(S), рассчитанные на основе координат 
атомов в нанотрубке, сгенерированных програм-
мой TubeVbs и нашей программой NanoTube, 
практически полностью совпадают. А H(S), рас-
считанная на основе координат, сгенерирован-
ных MCAD, всегда смещена, и чем больше мо-
дуль дифракционного вектора S, тем больше 
смещение.

С чем связано такое смещение, остается лишь 
догадываться, так как исходного кода к програм-
ме MCAD нет. В связи с этим возникают вполне 
обоснованные сомнения в корректности работы 
данной программы и ее использовании.

ВЫВОДЫ

Результатом данной работы является алго-
ритм, позволяющий получить координаты ато-
мов в широком спектре однослойных углеродных 
цилиндрических нанотрубок различной длины, 
радиуса, степени хиральности. На основе генери-
руемых при помощи данной программы моделей 
нанотрубок возможен тщательный анализ полу-
чаемых таким образом структур с точки зрения 
особенностей внутреннего строения и их физи-
ческих свойств. Кроме того, путем сопоставления 
теоретически рассчитанных дифракционных 
картин рассеяния, получаемых от сгенерирован-
ных моделей, и экспериментальных картин рас-
сеяния рентгеновских лучей от реальных объек-
тов возможна идентификация присутствия на-
нотрубок в исследуемых образцах.
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Федеральной целевой программы «Научные и 
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3 августа 2011 года ис-
полнилось 60 лет докто-
ру медицинских наук, 
профессору кафедры 
госпитальной хирур-
гии, заведующему кур-
сом онкологии меди-
цинского факультета 
Петрозаводского госу-
дарственного универ-
ситета Ивану Егоровичу 
Бахлаеву.

ИВАН  ЕГОРОВИЧ  БАХЛАЕВ
К  60-летию со дня рождения

Иван Егорович Бахлаев после окончания 
Ленинградского медицинского института, полу-
чив направление в Карелию, работал хирургом 
в Кондопожской центральной районной больни-
це. С 1985 года он хирург-онколог Карельского 
республиканского онкологического диспансера. 
В 1987 году прошел специализацию по тора-
кальной хирургии на базе Ленинградского 
ГИДУВа, в последующем работал торакальным 
хирургом онкологического диспансера. В 1991 
году И. Е. Бахлаев становится ассистентом ка-
федры хирургических болезней № 2 по кур-
су онкологии Петрозаводского университета. 
В 1993 году в Московском НИИ онкологии 
им. П. А. Герцена защитил кандидатскую дис-
сертацию. С 2005 года руководит курсом он-
кологии медицинского факультета ПетрГУ. 
В 2006 году И. Е. Бахлаев защитил докторскую 
диссертацию в Санкт-Петербурге. В 2007 году 
был избран на должность профессора кафедры 
госпитальной хирургии по курсу онкологии. 
Член диссертационного совета университета по 
медицинским наукам. 

Научным направлением исследований, про-
водимых И. Е. Бахлаевым, является изучение 
эпидемиологических, клинических и иммуно-
логических аспектов онкологических заболева-
ний, разработка методов ранней диагностики 
злокачественных опухолей. 

Иван Егорович – автор более 200 научных ра-
бот по различным вопросам онкологии, имму-
нологии, хирургии, организации противорако-
вой борьбы, а также 9 учебных пособий и руко-
водства для врачей. В течение многих лет он 
руководит научной работой студентов и врачей 
онкодиспансера, проводит подготовку врачей-
хирургов по онкологии, читает лекции и прово-
дит практические занятия на высоком теорети-
ческом и научном уровне.

И. Е. Бахлаев является инициатором внедре-
ния методов иммунодиагностики онкологичес-
ких заболеваний в Карелии. Он один из разра-
ботчиков программы онкологического скринин-
га с применением маркеров опухолевого роста, 
что дает возможность диагностировать ранние 
формы опухолевого роста. Им был получен па-
тент Российской Федерации на изобретение по 
диагностике злокачественных опухолей. 

Поздравляем Ивана Егоровича с юбилеем 
и желаем здоровья, удачи и успехов во всех на-
чинаниях!
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