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РАСЧЕТ ПЛОСКИХ РАМ ИЗ НЕУПРУГИХ СОСТАВНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ*

Рассматривается деформационный расчет плоских рамных систем, опоры которых под нагрузкой 
получают нелинейные поступательные и угловые смещения. Элементы рам – неупругие составные 
стержни, имеющие переменное поперечное сечение и переменную жесткость связей сдвига по дли-
не. В основу решения положена теория упругих составных стержней А. Р. Ржаницына. Статическая 
неопределимость рам раскрыта методом деформаций. Жесткость составных элементов рассчитана 
с использованием выражения для определения эквивалентного модуля деформаций, ранее получен-
ного автором, который учитывает сжимаемость ветвей, деформации сдвига материала ветвей, со-
ставляющих стержень, развитие неупругих деформаций в них.
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Исследуются неупругие плоские рамы, вклю-
чающие в  себя составные элементы, имеющие 
переменное поперечное сечение и  переменную 
жесткость связей на сдвиг по длине элементов. 
Опорные узлы рам под нагрузкой получают не-
линейные поступательные и угловые смещения.

В работе используются основные положения 
общей теории упругих составных стержней, 
разработанной А. Р. Ржаницыным [2]. Для ма-
териала ветвей и  связей между ветвями уста-
навливается произвольная зависимость между 
деформациями и  напряжениями. Применяется 
гипотеза о  нелинейно-упругом материале. Рас-
крытие статической неопределимости рамной 
системы осуществляется методом деформаций 
с  учетом влияния продольных сил, возникаю-
щих в элементах при деформировании рам под 
действием нагрузки.

Для определения перемещений плоской рамы 
стержень рамы делится по длине на m участков 
постоянной жесткости (в  общем случае нерав-
ные) длиной lj между узловыми точками j и j + 1. 
В узлы элементов рамы вводятся дополнитель-
ные моментные 1j и  силовые 2j связи, препят-
ствующие их перемещениям. Многоконтурный 
стержень рамы с введенными связями образует 
основную систему метода деформаций. Расчет 
такой рамы производится шаговым методом [1].

Для определения реакций во введенных свя-
зях j-й участок элемента рамы рассматривается 
как жестко защемленный по концам составной 
стержень длиной lj или стержень, защемленный 
на одном конце и шарнирно опертый на другом 
конце. Дифференциальное уравнение изгиба 
упругого двухветвевого (n = 2) составного стер-
жня было получено в  [2]. При работе за преде-
лом упругости уравнение для j-го участка стер-

жня рамы, в котором действует продольная сила 
( )i
jN , на i-м шаге загружения будет иметь вид
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где ( )i
jv  – прогибы j-го участка стержня рамы на 

i-м шаге нагружения; ( )i
cjM   – изгибающий мо-

мент в  составном стержне как в  монолитном; 
( )i
xjM – изгибающий момент в составном стержне, 

лишенном связей сдвига; ( )equ i
xjC  – суммарная эк-

вивалентная жесткость ветвей составного эле-
мента на j-м участке элемента рамы при i-м шаге 
нагружения, равная
	 ( ) ( )

1
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n
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здесь ( )equ i
jE υ   – эквивалентный модуль деформа-

ций для сечений υ-й ветви j-го участка элемен-
та рамы на i-м шаге нагружения; xjJ υ  – момент 
инерции поперечного сечения υ-й ветви, посто-
янный по длине j-го участка элемента рамы; 

( )i
ojC  – приведенная жесткость сечения j-го участ-

ка элемента рамы как монолитного на i-м шаге 
нагружения, равная

	
	  (3)

здесь Aj1 и  Aj2  – площадь поперечного сечения 
ветвей 1 и 2 j-го участка элемента рамы; cj – рас-
стояние между центрами тяжести ветвей со-
ставного элемента; ( )

1
i
cjE  и  ( )

2
i
cjE  – секущие модули 

деформаций осевых волокон ветвей 1 и 2 на i-м 
шаге нагружения;
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здесь ( )i
jξ  – коэффициент жесткости продольных 

связей сдвига на j-м участке элемента рамы при 
i-м шаге нагружения.

Величина ( )equ i
jE υ  в (2) определяется по форму-

ле, полученной ранее автором статьи, опублико-
ванной в [4] и использованной в [3].

Общее решение уравнения (1) имеет вид
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В (5) ( )i
joM  и  ( )i

joQ   – соответственно изгибаю-
щий момент и  поперечная сила в  j-м узле j-го 
участка стержня рамы (в сечении zj = 0) при от-
сутствии на нем поперечной нагрузки. Произ-
водные от функции прогибов будут иметь вид

	

	
	

(8)

	

	
Используем метод начальных параметров. 

При zj = 0 из (8) имеем
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где ( ) ( )
1 ln( )i i

j ju k e= , ( ) ( )
2 ln( )i i

j jv k e= .
Решая систему (9), получаем

 (10)

 
Подставляя (10) в  (8), получаем систему ли-

нейных уравнений, которая в матричной форме 
будет иметь вид
	 AZ + B = 0,	  (11)
где A – квадратная матрица коэффициентов при 
неизвестных в  системе уравнений; Z  – вектор 
неизвестных усилий; B – вектор свободных чле-
нов системы уравнений.

При повороте на угол φ = 1 дополнительной 
моментной связи в узле ( j + 1) j-го участка стер-
жня рамы вектор В будет включать следующие 
элементы
	 В = [0, φ, 0],	  (12)
а вектор

	 Z = [ ( )i
joM , ( )i

joQ , ( )i
joτ ].	  (13)

При этом граничные условия для концов за-
щемленного j -го участка стержня рамы (в слу-
чае свободно сдвигающихся торцов) будут иметь 
вид

	

( ) 0i
jov = , ( ) 0i

jov′ = , ( ) ( ) ( )/i i equ i
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, ( ) 0i

joT = ,	
(14)
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, ,i
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, ( ) 0i

jlT = ,

где ( )i
joT  и  ( )i

ljT  – суммарные сдвигающие усилия 
в шве j-го участка составного стержня рамы по 
его концам; ( )i

joτ  – погонное сдвигающее усилие 
в связях сдвига в j-м узле j-го участка составного 
стержня рамы.

С учетом (11) и  (14) уравнения (9) дают сис-
тему линейных алгебраических уравнений типа 
(12), в которой матрица А будет включать ниже-
следующие элементы

	
,

	
,

	
,
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При линейном перемещении дополнительной 
связи в узле ( j + 1) при (zj = lj) на величину δ = 1 
перпендикулярно оси j-го участка стержня рамы 
будут справедливы следующие граничные усло-
вия (в  случае свободно сдвигающихся торцов 
этого участка стержня рамы):

	 ( ) 0i
jov = , ( ) 0i

jov′ = , ( ) ( ) ( )/i i equ i
jo jo xjM Cν ′′ = ,

	 ( ) ( ) ( ) ( )( ) /i i i equ i
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Определение реакций в дополнительных свя-
зях осуществляется аналогично вышеизложен-
ному для случая поворота дополнительной свя-
зи с координатой zj = lj на угол φ = 1.

Если j-й участок составной стержня рамы при 
zj = lj шарнирно оперт, то при повороте дополни-
тельной моментной связи в j-м узле на угол φ = 1 
граничные условия (в случае свободно сдвигаю-
щихся торцов стержня) будут иметь вид

	 ,  ,

	 , ,	 (18)

	 , , .

При линейном перемещении дополнительной 
связи в узле ( j + 1) при (zj = lj) на δ = 1 перпендику-

лярно оси j-го участка стержня, шарнирно опер-
того при zj = lj, граничные условия (в случае сво-
бодно сдвигающихся торцов этого стержня) будут

	 ( ) 0i
jov = , ( ) 0i

jov′ = , ( ) ( ) ( )/i i equ i
jo jo xjM Cν ′′ = ,

	 ( ) ( ) ( ) ( )( ) /i i i equ i
jo jo jo xjc Q Cν τ′′′ = − , ( ) 0i

joT = ,	 (19)

	 ( )
,
i
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, 0i
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С учетом (18) и (19) решается система уравне-
ний (9) аналогично тому, как это было показано 
для j-го участка составного стержня с жестко за-
щемленными концами.

Перемещения узлов стержня рамы ( )
1
i
jZ  и  ( )

2
i
jZ  

определяются из совместного решения уравне-
ний
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где ( )
1 1
i
j rR  и  ( )

1 2
i
j rR  – реакции в связях 1j основной 

системы метода деформаций от единичного пе-
ремещения связей 1r и 2r, определенные с уче-
том влияния продольных сил на i-м шаге на-
гружения; ( )

2 1
i
j rR  и  ( )

2 2
i
j rR   – то же, но в  связях 2j; 

( )
1
i
jpR  и  ( )

2
i
jpR  – реакции в связях 1j и 2j от внешней 

нагрузки на i-м шаге нагружения, определенные 
с  учетом влияния продольных сил на i-м шаге 
нагружения; ( )

1 o

i
jR δ  и  ( )

2 o

i
jR δ   – реакции в  связях 1j 

и  2j от поступательного смещения опор на i-м 
шаге нагружения, определенные с  учетом вли-
яния продольных сил на i-м шаге нагружения; 

( )
1 o

i
jR φ  и  ( )

2 o

i
jR φ  – реакции в связях 1j и 2j от углового 

смещения опор на i-м шаге нагружения, опреде-
ленные с учетом влияния продольных сил на i-м 
шаге нагружения; m – число узлов с введенными 
дополнительными связями.

Найденные усилия на опорах j-го стержня 
при φ = 1 и δ = 1 далее используются как реак-
ции в связях ( )

1 1
i
j rR , ( )

1 2
i
j rR , ( )

2 1
i
j rR  и  ( )

2 2
i
j rR  в уравнени-

ях (20) и (21).
Деформационный расчет рамы осуществля-

ется с  использованием эквивалентного модуля 
деформаций ( )equ i

jE υ , величина которого вычи-
сляется на каждом следующем шаге расчета по 
результатам, полученным на предыдущем шаге 
расчета [3]. Значения параметров, характеризу-
ющих напряженно-деформированное состояние 
рамной системы, найденные на i-м шаге нагру-
жения, могут быть в дальнейшем использованы 
для проверки устойчивости сжато-изогнутых 
рам методом профессора Р. С. Санжаровского [5].

* Работа выполнена при поддержке Программы стратегического развития ПетрГУ в рамках реализации комплекса меро-
приятий по развитию научно-исследовательской деятельности на 2012–2016 гг.
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CALCULATION OF PLANE FRAMES OF INELASTIC CONSTITUENTS

Calculation of the plane frame systems’ deformation is considered. Under non-linear load, translational and angular misalignment 
of the frames is obtained. Elements of the frames are inelastic component rods with variable cross sections and variable stiff-
ness along the length of their shear ties. The solution is based on A. R. Rzhanitsina’s theory of elastic composite bars. Statically 
indeterminate frame is disclosed by the method of deformation. Stiffness of constituent elements is determined by the expression 
determining the equivalent of deformation coefficient, which was previously obtained by the author. The expression takes into ac-
count compressibility of the branches, shear deformation of the branches’ material, development of inelastic deformation in them.
Key words: flat frame, inelastic composite rods, the strain calculation, the equivalent deformation module
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