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ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ПРОНИЦАЕМОСТИ КОМПОЗИТА С УЧЕТОМ КОРРЕЛЯЦИОННОЙ 
ФУНКЦИИ СТРУКТУРЫ И МАКСВЕЛЛ-ВАГНЕРОВСКОЙ РЕЛАКСАЦИИ*

Получено уточненное аналитическое решение для тензора эффективных проницаемостей компози-
та с разупорядоченной полидисперсной структурой в виде разложения через известные решения 
для базовых структур и приведенный коэффициент корреляции, рассчитываемый на основе анализа 
корреляционных функций структур. Точность решения проиллюстрирована на примере расчета эф-
фективных диэлектрических проницаемостей композита с разупорядоченной полидисперсной 
структурой. Проведен численный расчет и анализ влияния с учетом максвелл-вагнеровской релак-
сации на действительную и мнимую части эффективной диэлектрической проницаемости компози-
та полимер/феррит с различными полидисперсными структурами величины наполнения феррито-
выми волокнами и частоты приложенного электрического поля.
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ВВЕДЕНИЕ
Гетерогенные радиотехнические материалы 

благодаря своим уникальным физико-механи-
ческим свойствам находят широкое применение 
в различных областях науки и техники. Компо-
зиты находят применение в тех случаях, когда 
традиционные материалы: кристаллы, кера-
мика, сплавы – не обеспечивают необходимого 
комплекса требуемых характеристик. Возмож-
ность оптимизации и управления структурой 
композитов открывает путь к созданию новых 
материалов с наперед заданными свойствами. 
В результате взаимодействия на микроуровне 
элементов структуры на макроуровне компо-
зита возникают качественно новые эффекты по 
сравнению с однородными материалами. Эф-
фективные свойства композита определяются 
из условия, чтобы однородное тело с такими 
свойствами взаимодействовало с приложенным, 
например, электромагнитным полем на макро-
уровне так же, как микронеоднородное тело той 
же формы из композита. Нерегулярный харак-
тер реальных структур композитов обусловли-
вает необходимость решения этой задачи в веро-
ятностной постановке.

1. Корреляционные функции полидисперс-
ных структур

Рассмотрим нормированные корреляцион-
ные функции для разупорядоченной полидис-
персной структуры [3] на рис. 1б

  (1)

и для вспомогательных структур на рис. 1а, в со-
ответственно
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где начальные значения: k k= =11 11(0) (0)p

k= =11 (0) 1sc , дисперсии:

 D D D v v= = = −( )11 11 11 1 11p sc  (4)

с учетом равенств 1 1 1
p scv v v   объемных долей 

волокон во всех трех структурах, ...  – опера-
тор осреднения по представительной области 
композита V с учетом статистической однород-
ности и эргодичности [2] структур, вектор раз-
ности

 1= −ρ r r; (5)

здесь и далее верхние индексы p, sc указывают 
на принадлежность к вспомогательным поли-
дисперсным структурам на рис. 1а и рис. 1в со-
ответственно.

Распределение размеров радиусов попереч-
ных сечений однотипных цилиндрических ячеек 
варьируется в широком диапазоне, включающем 
и бесконечно малые значения. Считаем, что точ-
ка r случайным образом лежит внутри некото-
рой фиксированной цилиндрической ячейки 
с радиусом поперечного сечения R и радиус по-
перечного сечения содержащегося в ней волок-
на r  для полидисперсной структуры на рис. 1а 
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1r R v   и для структуры на рис. 1б 
1

Rr 



, 

где заданная величина относительной толщины 

прослойки матрицы 
R r

r




 
 . В произволь-

ных ячейках полидисперсной структуры на рис. 
1а волокна расположены в них с вероятностью 
p0 = 1, для структуры на рис. 1в – с вероятностью 
p0 = v1, для структуры на рис. 1б – с вероятностью 

 0 1 ; 1p v  . Для структуры на рис. 1б величина 
относительной толщины прослойки матрицы δ 

может быть рассчитана 0

1

1p
v

    через за-

данные значения величин вероятности p0 и отно-
сительной объемной доли волокон  1 1max1;v v  . 
Максимальное значение объемной доли волокон 
в композите v1max = p0, и для этого предельного 
случая (рис. 1в) прослойка δ = 0.

Численный расчет двухточечных корреля-
ционных функций (1)–(3) проведем на основе 
алгоритма, изложенного в [10], [12]. На рис. 1г 
представлены результаты расчета нормирован-
ных корреляционных функций:  () для 
структуры на рис. 1б при p0 = 0,8,  (□) для 
структуры на рис. 1а,  (◊) для структуры 
на рис. 1в, расстояние между точками  (9). 
Дополнительно на рис. 1г приведен результат 

аппроксимации (○) нормированной корреляци-
онной функции
  (6)

через функции  (□),  (◊) и аппрокси-
мирующий коэффициент p  – приведенный ко-
эффициент корреляции.

Рассмотрим метод корреляционных состав-
ляющих на примере вычисления тензора эф-
фективных диэлектрических проницаемостей  
композита с разупорядоченной полидисперсной 
структурой (см. рис. 1б) через известные реше-
ния для базовых структур (см. рис. 1а, в) на ос-
нове разложения (6) нормированной корреляци-
онной функции.

2. Метод корреляционных составляющих
Постановка задачи. Для микронеоднородной 

представительной области V  уравнение непре-
рывности и краевые условия

 , ,
( ) ( ) 0ij i j

    r r , *
i iE r  


 (7)

относительно искомого поля электрического по-
тенциала ( ) r , где коэффициенты

  (8)

дифференциального оператора – это быст-
ро осциллирующие функции координат r; 
индикаторная функция ( ) 1,f fi  r r V ; 

( ) 0,f fi  r r V ;  – тензор диэлектрических 
проницаемостей f-й фазы и Vf – область f-й фазы 

в 
2

1
f

f 

V V  (считаем, что f = 1 для волокон и 

f = 2 для матрицы композита); f fi v  – отно-
сительное объемное содержание фазы f в компо-
зите, * E E

 
 – заданный вектор однородной 

напряженности электрического поля или «ма-
кронапряженности» композита. На межфазных 
поверхностях выполняются условия идеально-
го контакта: непрерывность потенциала и нор-
мальной к поверхности составляющей индук-
ции электрического поля.

Решение для поля перемещений

   *( ) ( )i i ir h E   r r


  (9)

и для тензора эффективных диэлектрических 
проницаемостей  композита
 * /

,ij ij in j nh     (10)

сводится к поиску решения для поля ( )h r . Иско-
мый тензор  входит в определяющие соотно-
шения

 
*

i ij jD E
 

 (11)
на макроуровне композита.

Рис. 1. Фрагменты (а)–(в), нормированные корреляцион-
ные функции (г) полидисперсных структур

а б в

г
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Эффективные диэлектрические проницаемо-
сти. Для наглядности ограничимся в традици-
онном решении [2], [4], [9] для пульсаций элек-
трического потенциала
 / *( ) ( )i ih E r r


 (12)

лишь «корреляционным приближением» или 
первым членом ряда

 
/

1 1 1,
( ) ( , ) ( ) ...i ij j

h G d   
V

r r r r r ; (13)

пульсации напряженностей

 / / *
, ,( ) ( ) ( )n n i n iE h E   r r r

 
,

где
  (14)

с учетом (12), (13); функция Грина  явля-
ется решением уравнения
  (15)
и вместе со своими производными обращается 
на бесконечности в ноль, 1( ) r r – обобщен-
ная дельта-функция Дирака, g  – тензор ди-
электрических проницаемостей «среды срав-
нения» [9].

Уточненное решение для тензора  полу-
чим на основе аппроксимации (6) нормирован-
ной корреляционной функции . Для этого 
домножим со сверткой по двум парам индексов 
левую и правую части уравнения (14) на пульса-
ции  и осредним

 (16)

Выражение в левой части (16) представим 
в виде
  / / * *

kn n ki ki iE E   
 

 (17)

через искомый тензор эффективных диэлектри-
ческих проницаемостей  композита с разупо-
рядоченной полидисперсной структурой. В по-
лученном уравнении

 (18)

используем аппроксимацию (6) нормированной 
корреляционной функции  через корреля-
ционные функции ,  традиционных 
полидисперсных структур (рис. 1а, в). Таким 
образом, из (18) получим

 

или
 (19)

В результате из (19) получим искомое уточ-
ненное решение
  (20)

для тензора  эффективных диэлектрических 
проницаемостей композита с разупорядоченной 
полидисперсной структурой (рис. 1б), приведен-
ный коэффициент корреляции p  учитывает 
реальный вид корреляционных функций случай-
ной структуры (6). Известные решения ,  
в (20) могут быть получены как частные случаи 
обобщенного сингулярного приближения [9], 
в котором тензор g  (15) диэлектрических про-
ницаемостей среды сравнения последовательно 
приравнен к тензорам ,  соответственно. 
Учет проводимостей  фаз 1, 2f   и частоты 
  приложенного электрического поля через ком-
плексную форму записи [1], [5], [6], [7], [8], [11]

  (21)

тензоров диэлектрических проницаемостей  
фаз с действительными частями  приводит 
к комплексному виду

  (22)

тензора эффективных диэлектрических про-
ницаемостей композита  и, как следствие, 
к возникновению на макроуровне композита ди-
сперсии и энергетических потерь в переменных 
электрических полях, известных под названием 
«максвелл-вагнеровская релаксация».

Отметим, что решение (20) является уточне-
нием известной формулы

 , (23)

полученной ранее [4] в обобщенном сингуляр-
ном приближении с учетом лишь одноточечных 
моментов различных порядков разупорядочен-
ных (квазипериодических [4]) случайных струк-
тур, где коэффициент корреляции (периодично-
сти)

  
2

11 1

1 11
v vp

v v





 (24)

рассчитывается через корреляционный момент 
11 1 1

pv i i , геометрический смысл которого – 
относительное объемное содержание области 
пересечения включений при мысленном нало-
жении разупорядоченной структуры на неразу-
порядоченную (периодическую) структуру.
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3. Численный расчет
На рис. 2 представлены результаты расче-

та действительных *
11  и мнимых *

11  частей 
эффективной диэлектрической проницаемости 

*
11  в плоскости изотропии 1 2r r  композита – 

полиэтилен с ферритовыми волокнами с раз-
упорядоченной полидисперсной структурой 
(рис. 1в) (○) по формуле (20) с использованием 
приведенного коэффициента корреляции p  
в зависимости от относительного объемного 
содержания 1v  керамических волокон в поли-
мерной матрице (рис. 2а) и в зависимости от ча-
стоты   электрического поля (рис. 2б) в срав-
нении с точным решением ( ) по «трехфазной 
модели» [3]: волокно с прослойкой матрицы 
в эффективной среде для заданного численного 
значения параметра p0 = 0,8. На рис. 2б частот-
ные зависимости действительной *

11  и мнимой 
*

11  частей обозначены соответственно сплош-
ной и пунктирной линиями. Диэлектрическая 
проницаемость (2)11 00,5    и проводимость 

10
(2)11 10   (Омм)–1 полиэтилена [7], для 

феррита: 5
(1)11 10   (Омм)–1 [5], (1)11 010   , 

где диэлектрическая проницаемость вакуума 
12

0 8,85 10    Ф/м. Графики на рис. 2а по-
строены для предельного случая    и здесь 
мнимая часть λ''*  (22), на рис. 2б – для объ-
емной доли волокон 1 0,7v  . Дополнительно 
на рис. 2a для сравнения приведены результаты 
расчета ( ) (23) с использованием коэффициента 
корреляции p  (24) и для базовых полидисперс-
ных структур на рис. 1а (□) и рис. 1б (◊). Нижняя 
граница ( ) Хашина – Штрикмана [1] совпадает 
с базовым решением (□), а верхняя граница ( ) 

совпадает при инверсии свойств фаз композита 
с нижней границей ( ).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Представлен метод корреляционных состав-

ляющих для решения стохастической краевой 
задачи стационарного процесса протекания, 
например, электро- и магнитопроницаемости, 
тепло- и электропроводности, диффузии в ком-
позите со случайной структурой, заданной через 
разупорядочивание некоторой начальной «более 
простой» случайной структуры. На основе ана-
лиза корреляционных функций искомое реше-
ние краевой задачи представлено через расчет 
соответствующих отклонений от считающегося 
известным решения для неразупорядоченной, 
в частном случае периодической, случайной 
структуры. Получено уточненное аналитиче-
ское решение для тензора эффективных прони-
цаемостей композита с разупорядоченной поли-
дисперсной структурой в виде разложения через 
известные решения для базовых структур и при-
веденный коэффициент корреляции, рассчи-
тываемый на основе анализа корреляционных 
функций случайной структуры. Точность ре-
шения проиллюстрирована на примере расчета 
эффективных диэлектрических проницаемостей 
композита с разупорядоченной полидисперсной 
структурой. Проведен численный расчет и ана-
лиз влияния с учетом максвелл-вагнеровской 
релаксации на действительную *

11  и мнимую 
*

11  части эффективной диэлектрической про-
ницаемости *

11  композита полимер/феррит 
с различными полидисперсными структурами 
величины наполнения ферритовыми волокнами 

1v  и частоты   приложенного электрического 
поля. Мнимая часть *

11  эффективной диэлек-
трической проницаемости обусловлена учетом 
проводимостей ( )11f  фаз композита и в пре-
деле: *

11 0  , когда ( )11 0f   или 0  . 
Для частотных зависимостей  *

11   полидис-
персного композита характерна глубокая нор-
мальная релаксация, обусловленная тем, что на 
высоких частотах не успевает накапливаться 
объемный заряд вблизи межфазных границ [6], 
[7], [8]. При нормальной релаксации абсолютное 
значение действительной части *

11  монотонно 
уменьшается с ростом частоты, тогда как для 
мнимой части характерен четко выраженный 
релаксационный экстремум (см. рис. 2б) и могут 
быть рассчитаны время релаксации   и релак-
сационная частота 1   , соответствующая 
экстремуму мнимой части *

11  эффективной ди-
электрической проницаемости.

Рис. 2. Концентрационные (а) и частотные (б) зависимо-
сти действительной *

11  и мнимой *
11  частей эффектив-

ной диэлектрической проницаемости

* Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ № 14-01-96004 р_урал_а.
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Pan’kov A. A., State National Research Politechnical University of Perm (Perm, Russian Federation)

COMPOSITE’S DIELECTRIC PERMEABILITY INCLUSIVE OF ITS CORRELATED STRUCTURAL 
FUNCTION AND MAXWELL-WAGNER RELAXATION

The specifi ed analytical decision for the tensor of effective dielectric permeability of a composite with a disordered polydisperse 
structure in the form of decomposition through known decisions for basic structures and the specifi ed coeffi cient of correlation is 
received. The  correlation coeffi cient was obtained on the basis of the analysis of structures’ correlation functions. The calculation 
accuracy is illustrated on the example of calculation of effective dielectric permeability of the composite with disordered polydis-
perse structure. Numerical calculations and the infl uence analysis taking into account Maxwell-Wagner relaxation on the real and 
imaginary parts of effective dielectric permeability of the polymer/ferrite composite with various polydisperse structures fi lled up 
by different volumes of ferrite fi bers and frequencies of enclosed electric fi elds are carried out.
Key words: composite, effective properties, dielectric permeability, Maxwell-Wagner relaxation
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