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В работе рассматривается алгоритм расчета арки переменного сечения на основе использования основных по-
ложений общей теории составных стержней А. Р. Ржаницына. При деформационном расчете используются по-
лученные автором выражения для определения эквивалентных модулей деформаций, учитывающие сжимае-
мость оси арки, деформации сдвига в стержнях арки, развитие неупругих линейных деформаций, а также де-
формации, связанные с искажением формы поперечного сечения стержней арки. Для исследования устойчиво-
сти получена проварьированная система уравнений равновесия составной арки. 
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В работе исследуется несущая способность кру-
говой составной упругопластической подъеми-
стой арки, имеющей переменное сечение по 
длине. Стержни, составляющие арку, соединены 
между собой структурными связями. Для мате-
риала стержней арки устанавливается произ-
вольная зависимость между деформациями и 
напряжением. В работе применяются основные 
положения общей теории составных стержней, 
разработанной А. Р. Ржаницыным [7]. Не учиты-
вается влияние касательных напряжений на раз-
витие пластических деформаций.  

Деформационный расчет неупругой составной 
арки базируется на использовании системы диф-
ференциальных уравнений, описывающих напря-
женно-деформированное состояние упругой кру-
говой составной арки постоянного сечения по 
длине с упругоподатливыми связями сдвига и 
упругоподатливыми поперечными связями посто-
янной жесткости по длине арки [5]. Эта система 

уравнений предназначена для определения усилий 
в связях сдвига i  и усилий в поперечных свя-
зях iq в nшвах составной арки. Здесь i  – индекс, 
означающий номер шва. В данной работе осу-
ществлена замена указанной системы дифферен-
циальных уравнений системой уравнений в конеч-
ных разностях, в которую введены параметры, 
учитывающие физическую и геометрическую не-
линейность решаемой задачи. Круговая ось арки 
радиусом R  делится по длине наm  равных частей 
с образованием между полярными радиусами 
смежных сечений j и ( 1)j   угла . Используется 
метод шагового нагружения конструкции [3]. 

Описанная система конечно-разностных урав-
нений на k-м шаге нагружения будет иметь вид: 
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( )k
ijT – сдвигающее усилие в j-м поперечном сече-

нии i-го стержня арки, возникающее от действия 
усилий ( )k

i  при k-м шаге нагружения; ( )k
ijS  – изги-

бающий момент в j-м поперечном сечении i-го 
стержня арки, возникающий от действия усилий 

( )k
iq  при k-м шаге нагружения; ija  и 1,i jb   – рас-

стояние от центра тяжести j-го поперечного сече-
ния i-го стержня арки до разделяющих плоскостей 
ниже- и вышележащего шва; ijA  и xijJ

 
– площадь 

и момент инерции j-го поперечного сечения i-го 
стержня арки; ( )k

ij  и ( )k
ij  – коэффициенты жест-

кости соответственно связей сдвига и поперечных 
связей на j-м участке i-го шва арки при k-м шаге 
нагружения; ( )k

ijaE  – секущий модуль деформаций 
для осевого волокна j-го поперечного сечения i-го 
стержня арки, определяемый по диаграмме 
«напряжения – деформации» для материала i-го 
стержня арки, по деформации равной  
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iju   – краевые деформации в плос-
кой стенке j-го симметричного тонкостенного 
поперечного сечения i-го стержня арки при 
( 1)k  -м шаге нагружения; ( )equ k

ijE – эквивалент-
ный модуль деформаций для j-го поперечного 
сечения i-го стержня арки, учитывающий влия-
ние деформаций сдвига, сжимаемость оси 
стержня и развитие пластических деформаций 
для k-го шага нагружения; ( )o k

ijM
 
и ( )o k

ijN  –
изгибающий момент и продольная сила, возни-
кающие в j-м сечении i-го стержня арки от дей-
ствия внешней нагрузки в основной системе при 
k-м шаге нагружения без учета усилий, возни-
кающих в связях сдвига и поперечных связях. 

Выражение для определения ( )equ k
ijE было по-

лучено и опубликовано автором данной статьи 
ранее [9]: 
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ijM  – изгибающий момент в j-м сечении i-го 
стержня арки, возникающий при ( 1k  )-м шаге 
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единичной поперечной силы при ( 1k  )-м шаге 
нагружения; ( 1)k

yijQ   – первая производная от попе-
речной силы, действующей в j-м сечении i-го 
стержня арки при ( 1k  )-м шаге нагружения, ко-
торая в конечно-разностной форме имеет вид: 
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Учет изменения жесткости швов ( )k
ij  и ( )k

ij  
за пределами упругости осуществляется анало-
гично [8]. 

В (1) для определения центральных конеч-
ных разностей используются выражения [6]: 
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При известной функциональной зависимости 
между напряжениями и деформациями )( f  
для материала стержней арки краевые линейные 
относительные деформации в j-м сечении i-го 
стержня арки при (k – 1)-м шаге нагружения яв-
ляются функциями усилий 
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где ( 1)ins k

xijM  – главный момент эпюры нормальных 
напряжений относительно центра тяжести j-го по-
перечного сечения i-го стержня арки, возникающий 
при (k – 1)-м шаге нагружения арки; ( 1)ins k

ijP  – глав-
ный вектор эпюры нормальных напряжений в этом 
же сечении при (k – 1)-м шаге нагружения арки. 

Краевые деформации ( 1)
0
k

ij
 и ( 1)k

iju  определя-
ются из решения системы уравнений равновесия 
для j-го поперечного сечения i-го стержня арки: 
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где ( 1)k
ijN  – продольная сила, действующая в j-м 

поперечном сечении i-го стержня арки и возни-
кающая при (k – 1)-м шаге нагружения. 

Усилия, действующие в j-м поперечном сече-
нии i-го стержня арки, находятся из выражений: 
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где 

1

( 1)k
ijk   – нормальное напряжение в 1k -м во-

локне плоской стенки j-го поперечного сечении i-
го стержня, определяемое по известной диаграмме 
«напряжения – относительные деформации» в за-
висимости от величины линейной относительной 
деформации 1k -го волокна i-го стержня 
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торая определяется по формуле: 
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здесь
1ijka  и 

1ijkb  – коэффициенты линейной интер-
поляции при разбиении стенки ветви по высоте на 
u  равных частей; 

1

( 1)k
ijkD  , 

1

( 1)k
ijkC   – коэффициенты 

линейной интерполяции эпюры нормальных 
напряжений в плоской стенке j-го поперечного 
сечения i-го стержня; ( 1)k

ijv   – нормальное напря-
жение в v-м волокне цилиндрической полки j-го 
поперечного сечении i-го стержня, определяемое 
по известной диаграмме «напряжения – относи-
тельные деформации» в зависимости от величины 
линейной относительной деформацииv -го волок-
на j-го поперечного сечения i-го стержня ( 1)k

ijv  ; 
( 1)k
ijvK   и ( 1)k

ijvU   – коэффициенты интерполяции 
эпюры нормальных напряжений в цилиндриче-
ской полке j-го поперечного сечения i-го стержня. 

Относительная деформация ( 1)k
ijv   определя-

ется с учетом влияния искажения формы j-го 
поперечного сечения i-го стержня арки: 
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– линейная относительная деформация 
волокна, расположенного на пересечении плос-

кости стенки и срединной поверхности цилин-
дрической полки; ( 1)k

ijv   – радиальное смещение 
узловой точки v цилиндрической полки в j-м по-
перечном сечении i-го стержня при ( 1)k  -м ша-
ге нагружения арки. 

Определении t ( 1)k
ijv   осуществляется на ос-

нове использования упругого решения, получен-
ного в [1] для чистого изгиба и распространен-
ного в [2] на поперечный изгиб. Дифференци-
альное уравнение четвертого порядка изгиба 
цилиндрической полки стержня арки заменяется 
системой линейных алгебраических уравнений в 
конечных разностях. Полка по ширине делится 
на c равных частей длиной 1b . 

Система уравнений для определения ради-
альных смещений узловых точек v  верхней ци-
линдрической полки запишется в виде: 
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где 4 ( 1)k
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эффициент Пуассона при ( 1)k  -м шаге загру-
жения для волокна, расположенного на пересе-
чении плоскости стенки и срединной поверхно-
сти верхней цилиндрической полки; ft  – толщи-
на верхней цилиндрической полки;  
 

( 1)
0( 1)

0

(1 2 )1 1
,

2 2

k
ij ok

ij
o

E

E





 

  


  (17)

( 1)
( 1) (1 2 )1 1

,
2 2

equ k
ij oequ k

ij
o

E

E








 

    (18)

 
( 1)equ k

ijvE   – эквивалентный модуль деформаций, 
учитывающий неупругие деформации цилиндри-
ческой полки в v-м продольном сечении цилин-
дрической полки j-го поперечного сечения i-го 
стержня при ( 1)k  -м загружении арки и равный 
 

( 1)
1 1( 1)

2 ( 1) ( 1) 2
1

[3 (1 2 ) ]
,

[ (1 4 4 ) 3(1 2 )]

k
ijv o oequ k

ijv k k
o o o ijv ijv f o

M E
E

M t E

  
    




 

 


     
(19)

 
где ( 1)k

ijv   – разность краевых деформаций в 
продольном сечении цилиндрической полки, 
проходящем через узловую точку v ; 
 

( 1)
0

1 .
k

ij

o

E

E








 (20)
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Аналогично составляется выражение для 

верхней цилиндрической полки. 
Выражение для определения ( 1)equ k

ijvE   получе-
но автором данной статьи аналогично тому, как 
им было получено выражение для определения 

( )equ k
ijE  в [9]. 
Первоначально расчет по формуле (19) осу-

ществляется по параметрам напряженно-дефор-
мированного состояния, полученным при (k – 2)-м 
шаге нагружения арки, а затем по уточненным 
деформациям, полученным из решения системы 
уравнений (9), вычисляется по (19) ( 1)equ k

ijvE  . 
Учет деформированного состояния двух-

шарнирной арки осуществляется подстановкой в 
выражения для параметров ( )k

iog  и ( )k
iop  следую-

щих выражений: 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

[sin ( ) cos ]

[ (1 cos ) cos sin ] ,

  

   

   

    

o k k k k
ij oi j ij ij j

k k k G k
oi j ij j ij j ij

M H R w

V R w M
(21)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

sin( )[

( )( ),

 

 

  

  

o k k o k
ij j ij ij

k k k
j ij oi ij

N H

ctg V G
 (22)

 
где ( )k

ioH  и ( )k
ioV  – горизонтальная и вертикальная 

опорные реакции в узловой точке i-го стержня ар-
ки с номером 0,j  определяемые по формулам: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0cos( ) sin( ),k k k k k k k

io io io io iy io ioH N Q       (23)
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0sin( ) cos( ),k k k k k k k
io io io io iy io ioV N Q       (24)

 
здесь ( )k

io  – угол между касательной к оси i -го 
стержня арки в узловой точке с номером 0j   
и полярной осью; ( )k

ioN  и ( )
0

k
iyQ  – продольная и по-

перечная силы в узловой точке с номером 0j   
 i-го стержня арки; ( )k

ijw  и ( )k
ij  – перемещения 

центра тяжести j-го сечения i -го стержня арки 
соответственно в радиальном и касательном 
направлениях к оси i-го стержня недеформиро-
ванной арки; j  – угловая координата j-го сечения 
недеформированного стержня составной арки; 

( )k
ij  – угол поворота j-го сечения i-го стержня 

арки; где ( )k
ijG  и ( )G k

ijM
 
– главный вектор и глав-

ный момент внешней нагрузки, приходящиеся на 
i-й стержень арки, отделенный j-м сечением. 

Для определения ( )k
ijw  и ( )k

ij  используются 
известные дифференциальные зависимости [4], 
представленные в конечно-разностной форме, 

 
2 ( )

2 ( ) 2 ( )/ ,
k

ijk k
ij ij equ

ij xij

R M
w w

E J
     (25)

( ) ( ) ( )( / ) / ,k k k
ij ij ijw R      (26)

( ) / 0,k
ij w     (27)

 
где ( )k

ij , ( )k
ijw  и 2 ( )k

ijw  – центральные конеч-
ные разности первого и второго порядка, равные: 

( ) ( ) ( )
1, 1, / 2,k k k

ij i j i j       (28)
( ) ( ) ( )

1 1 / 2,k k k
ij i j i jw w w     (29)

2 ( ) ( ) ( ) ( )
, 1 , 12 ,k k k k

ij i j ij i jw w w w      (30)
 

( )k
ijM  – суммарный изгибающий момент в j-м 

поперечном сечении i-го стержня основной си-
стемы, равный: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ,k o k T k S k
ij ij ij ijM M M M    (31)

 
здесь ( )T k

ijM  – изгибающий момент в j-м попе-
речном сечении i-го стержня, возникающий от 
действия усилий в связях сдвига, равный: 

 
( ) ( ) ( )

1, 1, ,T k k k
ij i j i j ij ijM T b T a     (32)

 
( )S k

ijM – изгибающий момент в j -м поперечном 
сечении i-го стержня, возникающий от действия 
усилий в поперечных связях, равный:  

 
( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )

1 1, ,S k k k k k
ij i i ij i jM q ds q ds S S          (33)

 
здесь ( )k

iq  – усилия в поперечных связях i-го 
шва, отнесенные к единице длины стержня, при 
k-м шаге нагружения. 

Совместное решение вышеприведенных 
уравнений с учетом граничных условий позво-
ляет выполнить деформационный расчет арки за 
пределом упругости. 

С учетом ранее принятых обозначений про-
варьированная система уравнений равновесия с 
учетом влияния сдвигающих сил и реакций по-
перечных связей примет вид: 

 

2

[ ( ) ( )]cos( )

[ csc ( )( ) ]sin(

) 0,

oi oi ij j ij j ij ij

oi ij j oi ij ij j

T ins
ij ij ij

H V G ctg

H V G

N P

    

    

  

    

    

   

[sin ( ) cos )]

(sin cos )

(cos sin )

0,

oi j ij ij j

oi j ij j ij

oi j ij j ij

T S ins
ij ij xij

H R w

H w

V w

M M M

   

   

   

  

  

  

  

   

 (34)

1..( 1),i n  ; 0.. ,j m  

где 

1, ,T
ij ij i jN T T        

1, 1 ,T
ij i j i j ij ijM T b T a        

1

0
1 0

,
n

ij ij ij ij
ij j ju j j

j ju j j

T T T T
T w

w   
    

    
  





    
         
 (35)
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, 1, ,S
ij i j i jM S S        

0
1 0

.
n

ij ij ij ij
ij j ju j j

j ju j j

S S S S
S w

w   
    

    
  

    
         
  

 
Вариации внутренних сил определяются по 

формулам: 
 

0
0

,
ins ins
xij xijins

xij ij iju
ij iju

M M
M  

 
 

 
 

 (36)

0
0

.
ins ins

ij ijins
ij ij iju

ij iju

P P
P  

 
 

 
 

 (37)

В (35) следует иметь в виду, что 1 0n    и 
1 0nq   . Определитель системы (35), составлен-

ный с учетом (35)–(37) из коэффициентов при 
вариациях независимых переменных решаемой 
задачи, представляет собой функционал потери 
устойчивости. Обращение в нуль этого функцио-
нала или смена знака его численного значения 
при подстановке в него параметров напряженно-
деформированного состояния, полученного при 
решении системы уравнений (1), свидетельствует 
о критическом состоянии составной арки. Если 
устойчивость арки обеспечена, то производится 
перерасчет величины ( )equ k

ijE  для следующего эта-
па нагружения арки и вновь производится ее де-
формационный расчет. 
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