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УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ПЕТРОЗАВОДСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА

Рассмотрим докритический или критический 
процесс Гальтона – Ватсона, начинающийся с N 
частиц. Очевидно, что такой процесс распадает-
ся на N независимых подпроцессов с одной на-
чальной частицей. Бесконечное множество всех 
возможных траекторий процесса представляет 
собой множество лесов, состоящих из N корне-
вых деревьев с помеченными вершинами, а рас-
пределение вероятностей на этом множестве ес-
тественным образом индуцируется ветвящимся 
процессом. В [13] получены предельные распре-
деления основных характеристик случайного 
леса Гальтона – Ватсона, в котором число вершин 
равно N + n.

Будем считать далее, что число прямых потом-
ков каждой частицы процесса Гальтона – Ватсона 
имеет распределение Пуассона с параметром λ, 
0   <  λ  ≤  1.  Обозначим через ξ1,  …, ξN число 
частиц, существовавших за все время эволюции 
в подпроцессах, начинающихся c частиц 1, …, N 
соответственно. Легко видеть, что ξ 1,  …,  ξ N 
независимы и определяют объемы деревьев 
леса Гальтона – Ватсона за все время эволюции 
процесса. Заметим, что подмножество траекто-
рий такого процесса при условии ξ1 + … + ξN = 
N + n совпадает с множеством лесов с помечен-
ными вершинами, содержащих N корневых де-
ревьев и n некорневых вершин, свойства таких 
лесов изучались в [5], [6], [7] с помощью обоб-
щенной схемы размещения [2], [3]. В работах [10], 
[11] предложен аналог этого метода, где сумма 
независимых одинаково распределенных случай-
ных величин ограничена сверху. Используя дан-
ную модификацию, в [9], [12] получены предель-
ные распределения числа ячеек заданного объема 

и максимального заполнения ячейки в схеме 
размещения частиц по ячейкам с пуассоновским 
распределением заполнения ячеек.

Известно [8], что введенные выше случайные 
величины ξ1,…,  ξN имеют распределение Боре-
ля – Таннера:
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Далее мы будем рассматривать подмножество 
траекторий процесса, удовлетворяющих условию 
ξ1 + … + ξN ≤ n.

Обозначим через μr случайную величину, 
равную числу деревьев, содержащих ровно r 
вершин.

В теоремах 1 и 2 найдены предельные распре-
деления случайной величины μr при N→∞.

Теорема 1. Пусть N→∞ и выполнено одно из 
следующих условий:
1.  r→∞, (1 – λ) N→γ, 0 ≤ γ < ∞, n/N2 ≥ C > 0;
2.  r→∞, λ ≥ λ1 > 0, 

 (1 – λ) N→∞, (1 – λ)1/2 (N – n(1 – λ)) ≤ CN1/2, 
где C ≥ 0;

3.  r ≥ 3, λ→0, Nλ3→∞, N – n(1 – λ) ≤ C(λN)1/2, 
где C ≥ 0;

4.  r = 2, λ→0, Nλ6→∞, (n(1 – λ) – N)/(λN)1/2→∞.
Тогда
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ПРЕДЕЛЬНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЧИСЛА ДЕРЕВЬЕВ ЗАДАННОГО ОБЪЕМА 
В ЛЕСЕ ГАЛЬТОНА – ВАТСОНА С ОГРАНИЧЕННЫМ ЧИСЛОМ ВЕРШИН*

Рассматривается докритический или критический однородный процесс Гальтона – Ватсона, начина-
ющийся с N частиц, в котором число прямых потомков каждой частицы имеет распределение 
Пуассона. Множество реализаций такого процесса представляет собой множество лесов, состоящих 
из N корневых деревьев с помеченными вершинами, а распределение вероятностей на этом множес-
тве естественным образом индуцируется ветвящимся процессом. Такие случайные леса известны 
как леса Гальтона – Ватсона. Для подмножества лесов Гальтона – Ватсона, в которых общее число 
вершин не превосходит n, получены предельные распределения числа деревьев заданного объема 
при N, n→∞.
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равномерно относительно целых неотрицатель-
ных k, для которых (k–Npr)/(Npr) 

1/2 лежит в лю-
бом конечном фиксированном интервале.

Теорема 2. Пусть N→∞, Npr (1–pr) →∞ и вы-
полнено одно из следующих условий: 
1.  r = 1,2, λ→0, Nλ2r + 2→∞, (n(1–λ)–N)/

/ (λN)1/2→∞;
2.  r ≥ 3, λ→0, Nλ 3→∞, N–n(1–λ) ≤ C(λN)1/2,
где C ≥ 0;

3.  r→∞,0 < λ1 ≤ λ ≤ λ2 < 1, N–n(1–λ) ≤ CN1/2, 
где C ≥ 0;

4.  r ≥ 1 фиксировано, 0 < λ1 ≤ λ ≤ λ2 < 1, 
(n (1–λ) –N)/N1/2→∞;

5.  r ≥ 2 фиксировано, λ→1–1/r, |n (1–λ) –N|/
N1/2 ≤ C, где C ≥ 0;

6.  λ→1, (1–λ) N→∞, (1–λ)1/2 (N–n(1–λ)) ≤ CN1/2, 
где C ≥ 0;

7.  (1–λ)N →γ, 0 ≤ γ < ∞, n/N2 ≥ C > 0;
8.  r ≥ 2 фиксировано, λ = 1–1/r, 

(n–Nr) /N1/2→–∞, n = Nr + o(N 2/3).
Тогда
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равномерно относительно u  =  (k– Np r) /(Np r 
(1–pr))

1/2 в любом конечном фиксированном ин-
тервале.

Для доказательства теорем 1 и 2 нам потре-
буются вспомогательные утверждения, которые 
приводятся ниже в леммах 1–5.

Лемма 1. Для k = 0,1, …, N справедливо ра-
венство
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где ζN = ξ1 + … + ξN,      
1 ,r r r

N k N k       неза-
висимые случайные величины ξ1

 (r),…, ξN
 (r) имеют 

распределения
P {ξi

 (r) = l} = P {ξ1 = l | ξ1≠r}, 
i = 1, …, N, l = 1, 2, …

Доказательство. Введем случайные величи-
ны η1, …, ηN, равные объемам деревьев в рассмат-
риваемом лесе Гальтона – Ватсона. Очевидно, что 
справедливо равенство

P {η1 = k1, ..., ηN = kN} =
= P {ξ1 = k1, ..., ξN = kN | ξ1 + … + ξN ≤ n}.

В [10] показано, что отсюда следует утверж-
дение леммы.

Обозначим
m = Eξ1, σ 2 = Dξ1, mr = Eξ1

 (r), σr 
2 = Dξ1

 (r).
Лемма 2. Пусть N→∞,  λ 3 (1–λ)N→∞.  Тог-

да распределение случайной величины (ζN –mN)/

(σN1/2) слабо сходится к стандартному нормаль-
ному распределению.
Доказательство. Используя равенства

m = (1–λ) –1, σ 2 = λ (1–λ) –3,               (2)
Eξ1

3 = (1 + 2λ) (1–λ)–5   
и формулу Тейлора, находим, что для харак-
теристической функции ψ (t) случайной вели-
чины (ζN–mN )/(σN1/2) выполнено соотношение 
lnψ (t) = –t 2/2 + O((Nλ3 (1–λ)) –1/2) = –t2/2 + o(1) при 
любом фиксированном t. Отсюда и из теоремы 
непрерывности следует утверждение леммы.

Лемма 3. Пусть N→∞,  (1–λ)N→γ,  где γ – 
некоторая неотрицательная постоянная.  Тог-
да распределение суммы ζN /N

2 слабо сходится 
к распределению вероятностей с плотностью
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Доказательство. Следуя доказательству лем-
мы 2.4.4 [3], нетрудно показать, что для характе-
ристической функции φ (t) случайной величины 
ξ1 при любом фиксированном t выполнены со-
отношения: N lnφ  (t/N2) →– (–2it)1/2 при λ = 1 и 
N lnφ  (t/N2) →γ– (γ 2–2it)1/2 при λ≠1. Отсюда и из 
теоремы непрерывности получаем утверждение 
леммы, поскольку exp {γ– (γ 2–2it)1/2} является ха-
рактеристической функцией распределения ве-
роятностей с плотностью (3) [4].

Лемма 4. Пусть s→∞ ,  sλ 6(1–λ)N→∞  при 
r = 2 и sλ 3(1–λ)N→∞ при r≠2. Тогда распреде-
ление случайной величины (ζs

(r) –mrs)/(σrs
1/2) слабо 

сходится к стандартному нормальному распре-
делению.
Доказательство. Обозначим через φr (t), ψr (t) 

характеристические функции случайных вели-
чин ξ1

 (r), (ζs
 (r) –mrs)/(σrs 1/2) соответственно. Спра-

ведливо равенство:
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С помощью (1) несложно показать, что
mr = (m–rpr)/(1–pr),

σr 
2 = σ 2 (1–pr)

–2 (1–pr–pr (m–r)2/σ 2),       (5)
E (ξ1

(r))3 = (1–pr)
–1((1 + 2λ)(1–λ)–5–r 3pr).

Учитывая (1), (2), находим, что имеют место 
соотношения:
при λ→0

m1 = 2(1 + o(1)), mr = 1 + o(1), r ≥ 2,        
(6)σ1

2 = 3λ/2(1 + o(1)), σ2
2 = 6λ 2(1 + o(1)),

σr
2 = λ (1 + o(1)), r ≥ 3,

при 0 < λ1 ≤ λ ≤ λ2 < 1
0 < C1 ≤ mr, σr 

2 ≤ C2 < ∞, r ≥ 1,              (7)
при λ→1

mr ≤ C3(1–λ)–1, σr 
2 = C4(1–λ)–3 (1 + o(1)),     (8)
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здесь и далее через C1, C2, C3, … обозначены не-
которые положительные постоянные. Отсюда 
следует, что при выполнении условий леммы 
σ r 

2s→∞ и с помощью формулы Тейлора при лю-
бом фиксированном t получаем, что
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где |δr(λ, t) | ≤ C5E(ξ1
(r))3(σr 

2s)–3/2. Используя (1), (5)–
(8) и формулу Стирлинга, нетрудно проверить, 
что при выполнении условий леммы sδ r(λ, t)→0 
и из (9) находим, что slnφr (t/(σrs

1/2)) = imrst/(σrs
1/2) 

–t 2/2 + o(1). Отсюда, из (4) и теоремы непрерыв-
ности следует утверждение леммы.

Лемма 5. Пусть s = N(1–pr)(1 + o(1))→∞, (1–λ) 
N→∞. Тогда распределение суммы ζs

(r) /N2 слабо 
сходится к распределению вероятностей с плот-
ностью (3).
Доказательство. Характеристическая функ-

ция случайной величины ζs
(r)/N2 имеет вид:

ψ(r) (t) = (φ (t/N2)–prexp{itr/N2})s(1–pr)–s,
где φ (t) – характеристическая функция случай-
ной величины ξ1. В лемме 3 доказано, что φN (t/N2) 
→exp {γ– (γ 2–2it) 1/2} при любом фиксированном t. 
C помощью этого соотношения, формулы Тейло-
ра и неравенства |eix–1| ≤ |x| находим, что
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Учитывая (1) и формулу Стирлинга, нетруд-
но проверить, что rpr→0 при r→∞, и, поскольку 
s = N (1–pr) (1 + o(1)), получаем равенство ψs

(r) (t) =
= exp {γ– (γ 2–2it) 1/2 + o(1)}. Из этого соотношения 
и теоремы непрерывности следует утверждение 
леммы.

Докажем теорему 1. Пусть v = (k–Npr)/(Npr) 
лежит в любом конечном фиксированном интер-
вале. При выполнении условия 1) с помощью (1) 
и формулы Стирлинга нетрудно проверить, что 
N–k = N (1–pr) (1 + o(1)), и из лемм 3, 5 получаем 
равенство
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где (n–kr)/N2 = n/N2 + o(1), g (x) определено в (3). 
Следовательно,

  
 

1.
r

N k

N

n kr

n




  


                   

(11)

Если выполнено одно из условий 2)–4) тео-
ремы, то справедливы леммы 2 и 4, из которых 
получаем, что
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где y = (n–mN)/(σN1/2), xr = (n–kr–mr(N–k))/(σr(N–k)1/2). 
Используя (2), (5), несложно показать, что

y = (n(1–λ)3/2–N(1–λ)1/2)/(λN)1/2,        (13)
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Учитывая (1), (2) и формулу Стирлинга, по-
лучаем, что при выполнении одного из условий 
2), 3) справедливы соотношения (m–r)2pr/σ 2→0 
и xr = y + o(y + 1). Следовательно, xr→∞ при y→∞, 
а если |y| ≤ C, то xr–y→0. Отсюда и из (12) нахо-
дим, что справедливо (11). Если выполнено усло-
вие 4), то с помощью (1), (2) нетрудно проверить, 
что x2 = (y–v + o(y + 1))/(6λ)1/2, и, поскольку y→∞, 
легко видеть, что x2→∞ и из (12) следует (11).

Утверждение теоремы 1 получаем из леммы 1, 
соотношения (11) и приближения биномиальных 
вероятностей распределением Пуассона.

Докажем теорему 2. Пусть u = (k–Npr)/(Npr 
(1–pr))

1/2 лежит в конечном фиксированном ин-
тервале. Тогда N–k = N(1–pr)(1 + o(1))→∞ и при 
выполнении одного из условий 1)–6) теоремы 
справедливы леммы 2, 4, из которых получаем 
(12), при этом, учитывая (5), несложно показать, 
что
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При λ→0, используя (1), (2), находим, что
x1 = (y + o(y + 1))/(1,5λ) 1/2, x2 = (y + o(y + 1))/(6λ) 1/2, 
xr = y + o(y + 1), r ≥ 3. Отсюда и из (13) получаем, 
что при выполнении условия 1) теоремы x1, x2→∞, 
а из (12) следует (11). Если выполнено условие 2), 
то xr→∞ при y→∞ и xr–y→0, если |y| ≤ C. Из этих 
соотношений и (12) легко получить (11).

Также можно показать, что если справед-
ливо одно из условий 3), 5), 6) теоремы, то 
pr(m–r)2/σ 2→0 и xr = y + o(y + 1), а если выполне-
но условие 4), то xr = (y + O(u (λ–1 + r–1)) + o(y))×
(1–(1–r + rλ)2(1–λ)prλ

–1(1–pr)
–1)1/2. С помощью этих 

соотношений, аналогично случаю λ→0, находим, 
что имеет место (11). 

При выполнении условия 7) справедливы лем-
мы 3, 5, из которых следует (10). С помощью (1) 
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для выбранных значений k нетрудно проверить, 
что (n–kr)/N2 = n/N2 + o(1), и из (10) получаем (11).

Если выполнено условие 8) теоремы, то y→–∞, 
y 3/N1/2→0, xr = y(1 + O(N–1/2)) и, используя теорему 
6.1.1 [1], получаем (12). Легко видеть, что xr–y→0 
и из (12) следует (11).

Утверждение теоремы получаем из леммы 1, 
соотношения (11) и асимптотики биномиальных 
вероятностей нормальным распределением.

Автор выражает благодарность профессору 
Ю. Л. Павлову за помощь в постановке задачи 
и обсуждении полученных результатов.
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Khvorostyanskaya E. V., Institute of Applied Mathematical Research of the Karelian Research Сenter of RAS 
(Petrozavodsk, Russian Federation)

LIMIT DISTRIBUTION OF GIVEN SIZE TREES’ NUMBER IN GALTON-WATSON FOREST 
WITH LIMITED NUMBER OF VERTICES

A subcritical or a critical homogeneous Galton − Watson process starting with N particles is considered.  In this process, the number 
of offsprings from every particle has a Poisson distribution. The set of realizations of such process is a set of forests consisting of  
N rooted trees with labeled vertices, and the probability distribution on this set is naturally induced by the branching process. Such 
random forests are known as Galton − Watson forests. Under N,n→∞ we obtained limit distributions of the number of trees of a 
given size for a subset of Galton − Watson forests, in which  the total number of vertices does not exceed n.
Key words: Galton − Watson process, Galton  −  Watson forest, limit distribution, number of trees of a given size
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