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УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ПЕТРОЗАВОДСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА

ВВЕДЕНИЕ
В последние десятилетия большое внимание 

уделяется исследованию искусственных нейрон-
ных сетей, которые эффективно используются 
в различных системах управления, медицине 
и экономике. В статье рассмотрена проблема мо-
делирования и обучения искусственных нейрон-
ных сетей с достаточно общей топологией, опи-
сываемой системой интегро-дифференциальных 
уравнений. При этом целью обучения является 
минимизация ошибки обучения, энергии сети 
и времени обучения, то есть решается много-
критериальная задача. Для решения этой задачи 
используется аппарат математической теории 
оптимального управления, с помощью которого 
находятся оптимальные значения весовых коэф-
фициентов дискретной нейронной сети. Заметим, 
что таким способом может быть решен большой 
класс задач, включающих создание ассоциатив-
ной памяти, модель распознавания образов, про-
гнозирования и т. д.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим математическую модель нейрон-

ной сети, в которой динамика отдельного нейро-
на описывается на основе биологических пред-
посылок [1], [5]. Искусственная нейронная сеть 
состоит из  нейронов, каждый из которых вза-
имодействует со всеми остальными нейронами. 
Воздействие j-го нейрона на i-й нейрон в момент 
времени t характеризуется весовым коэффици-
ентом ωij(t). Пусть xi(t)  – функция, характеризу-

ющая состояние i-го нейрона в момент време-
ни t, 1,i n . Динамика искусственной нейронной 
сети описывается системой интегро-дифферен-
циальных уравнений:
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с начальными условиями xi(0) = θi, 1,i n , (2)
где βi – параметр, определяющий скорость за-
тухания i-го нейрона при отсутствии внешнего 
воздействия, fi – функция активации, при этом 
γi ui (t) – внешнее воздействие на нейрон в момент 
времени t. Коэффициенты εi, βi, γi, i, j = 1,n , – за-
данные неотрицательные параметры модели.

Весовые коэффициенты нейронной сети ωij(t)  
и внешние воздействия ui(t) являются функциями 
управления и ограничены

( ) ,ij ijt a   ( )i iu t a , , 1,i j n , п. в. [0, ]t T   (3)

где , , , 1,ij ia a i j n  , заданные положительные па-
раметры модели, полагаем ( ) 0.ii t   

Задача оптимального управления заключается 
в минимизации функционала:
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где первое слагаемое характеризует энергию 
рассматриваемой нейронной сети, зависящую 
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от текущей конфигурации сети, αij  – параметр, 
определяющий меру влияния значения весового 
коэффициента между нейронами i и j и  на мини-
мизируемый функционал, второе слагаемое ха-
рактеризует ошибку обучения нейронной сети,  

iM – параметр, определяющий меру воздействия 
этого слагаемого на минимизируемый функцио-
нал,  A – целевой вектор.

 Задача оптимального управления заключает-
ся в том, чтобы обучить нейронную сеть таким 
образом, чтобы минимизировать функционал 
(4) и построить оптимальные значения весо-
вых коэффициентов, внешнего управляющего 
воздействия. Задача оптимального управления 
с нефиксированным временем процесса была 
рассмотрена в работе [2] для модели искусст-
венной нейронной сети, описываемой системой 
дифференциальных уравнений с запаздывающим 
аргументом. 
НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ

Особенностью поставленной задачи является 
большая размерность управляющих функций, 
наличие распределенного запаздывания и нефик-
сированное время процесса.

Для решения задачи (1)–(4) перейдем от за-
дачи оптимального управления с нефиксирован-
ным временем процесса к задаче с фиксирован-
ным временем процесса. Для этого осуществим 
следующую параметризацию: 

0 0 0( ) , [0, ], ( )t T t T T T        
и введем обозначения:

 ( ( )) ( ), ( ( )) ( ), ( ( )) ( )x t x t u t u           .
В этих обозначениях задача оптимального уп-

равления примет вид:
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1,i n , ( )t   .
Введем новые переменные:
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такие что
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В этих переменных исходная система примет 
вид (6)–(8):

 ( ) ( ) ( ) ( ), 1,i i i i i i ix x f y u i n              , (6)
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 ( )t   . (8)

Построим функцию Понтрягина:
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Теорема. Пусть ( ), , 1,ij i j n     – оптимальные 
весовые коэффициенты,  ( ), 1,iu i n   – оптималь-
ные управляющие внешние воздействия,  – оп-
тимальное значение параметра, ij  и i  отличны 
от нуля, тогда
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а система дифференциальных уравнений для со-
пряженных функций имеет вид (13):
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с условием трансверсальности на правом конце 
(14):
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ДИСКРЕТНАЯ ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО 
УПРАВЛЕНИЯ

Для определения оптимального решения рас-
смотрим дискретную аппроксимацию начальной 
задачи, в которой используется правило левых 
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прямоугольников для аппроксимации интег-
рала и схема Эйлера аппроксимации производ-
ных. Вводя следующие обозначения 0 / ,T q   
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i i ku u    , 1, , 0, 1i j n k q   , пос-
троим дискретную задачу оптимального управ-
ления, которая состоит в минимизации функции:
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На функции управления наложены ограничения
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Для решения задачи (15)–(17) в работе исполь-
зуется методология быстрого автоматического 
дифференцирования, разработанная в ВЦ РАН 
под руководством Ю. Г. Евтушенко, позволяю-
щая с единых позиций определять градиенты для 
явно и неявно определенных функций и для вы-
числительных процессов, которые являются ре-
зультатом дискретизации непрерывных систем, 
описываемых дифференциальными и интегро-
дифференциальными уравнениями [4]. В соот-
ветствии с методологией быстрого автомати-
ческого дифференцирования введем множители 
Лагранжа p , r  и s, тогда функция Лагранжа для 
данной задачи может быть представлена следую-
щим выражением
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p p p r     



        (21)

          02 ( ),q q
l i l lp M x A    (22)

1 1( ) ,
m

m m ml l
l l lm

l

f yr p r
y

    




 0,q
lr         (23)

1m ms s  , 0
qs   .                       (24)

На основе быстрого автоматического диффе-
ренцирования разработан комплекс программ 
построения оптимального управления и прове-
ден численный эксперимент, результаты кото-
рого представлены ниже. Заметим, что основное 
вычислительное время при расчете градиента 
по формулам (18)–(20) требуется на нахождение 
векторов p и ,r  для этого необходимо решить 
2 системы уравнений с 2( )q n n   неизвестными.

Проведено исследование зависимости резуль-
татов работы метода от параметров задачи.

На рис. 1–2 представлены функции, соответс-
твующие оптимальному состоянию нейронной 
сети, ( ), 1,3ix t i  , и оптимальные весовые коэф-
фициенты, ( ), , 1,3ij t i j  . Целью работы ней-
ронной сети является перевод ее из состояния 
x0 = (2,1,0) в состояние A = (1,0,5).

Рис. 1. Функции состояния нейронной сети ( ), 1,3ix t i   

Рис. 2. Весовые коэффициенты нейронной сети
( ), 1,3ix t i 
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Параметры режима, представленного на рис. 
1–2, следующие: n = 3, T0 = 5, Δτ = 0,1, | | 0,1,k

iu   
βi = 0,5, | | 1,k

ij    αi = 0,1, Mi = 10000, точность 
метода ε = 0,000001. За 101841 итерацию значение 
минимизируемого функционала достигло вели-
чины 0,5176, что означает достаточно высокую 
эффективность метода, при этом оптимальное 
время процесса T = 2,8.

В таблице приведены значения минимизи-
руемого функционала при различном значении 
времени процесса 
З н а ч е н и я  м и н и м и з и р у е м о г о  ф у н к ц и о н а л а 
п р и  р а з л и ч н о м  з н а ч е н и и  в р е м е н и  п р о ц е с с а

T 2 2,2 2,4 2,6 2,8 3 3,2
Iopt 2002,4 7,203 0,559 0,558 0,518 0,686 0,723
Iopt1 0,9402 1,034 0,559 0,558 0,518 0,686 0,723
Iopt2 2001,5 6,169 9,9·10–5 2,1·10–5 7,3·10–6 2,8·10–6 2,4·10–6

где 
1

1
2 2

1 1 1
( ( ) ),

q n n
k k

opt ij ij i i
k i j

I u   


  

       

 
2

2

1
,

n
q

opt i i i
i

I M x A


    
1 2.opt opt optI I I 

Из таблицы следует, что найденное опти-
мальное время процесса T = 2,8 соответствует 
наименьшему значению минимизируемого функ-
ционала, то есть за время работы нейронной сети  

T = 2,8 значение величины ошибки обучения 
и энергии нейронной сети достигает наимень-
ших значений, при уменьшении или увеличении 
времени процесса увеличивается значение мини-
мизируемого функционала.
ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Аналогичный подход распространяется на оп-
тимальное управление моделью искусственной 
нейронной сети, динамика которой описывается 
следующей системой интегро-дифференциаль-
ных уравнений:

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

t n

i i i i ij j j i i
jt r

x t x t f x d u t      


 
     

 


[0, ]t T  
с начальными условиями

( ) ( ), [ max( ),0],i i ix t t t r       1,i n ,
где параметр , 1,j j n   учитывает запаздыва-
ние при передаче сигнала от одного нейрона 
к другому, а параметр r в интегральном слагае-
мом в аргументе функции активации учитывает 
тот факт, что внешнее воздействие на нейроны 
ИНС накапливается на интервале запаздывания 
[t-r, t]. Решение задачи оптимального управления 
с фиксированным временем процесса для такой 
нейронной сети рассмотрено в работе [3].

* Работа выполнена в соответствии с Программой поддержки ведущих научных школ (НШ-5264.2012.1).
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NUMERICAL METHODS OF ARTIFICIAL NEURAL NETWORK TRAINING
The problem of artifi cial neural network modeling is studied. The artifi cial neural network is characterized by the enough ge-
neral topology and is described by the system of integral differential equations. Training on the artifi cial neural network usage is 
considered as an optimal control problem with variable duration of the process. Considering the defi ned constraints and the form 
of the functional, the necessary conditions  of optimality of  the artifi cial neural network weighting coeffi cients incorporating 
external infl uence are formulated. The initial current problem is reduced to a discrete optimal control problem, which is solved 
by the methodology of the fast automatic differentiation. The infl uence of the task parameters on the optimal solution is analyzed.
Key words: artifi cial neural networks, integro-differential equations, optimal control
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