
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ПЕТРОЗАВОДСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 

Декабрь, № 8 Физико-математические науки 2010 
 

© Токарева Ю. С., 2010 

УДК 519.8 
 

ЮЛИЯ СЕРГЕЕВНА ТОКАРЕВА 
кандидат физико-математических наук, доцент кафедры фун-
даментальной и прикладной математики, теории и методики 
обучения математике физико-математического факультета, 
Забайкальский государственный гуманитарно-педагогичес-
кий университет им. Н. Г. Чернышевского (г. Чита) 
jtokareva2@mail.ru 

МОДИФИЦИРОВАННАЯ АРБИТРАЖНАЯ ПРОЦЕДУРА 
ПО ПОСЛЕДНЕМУ ПРЕДЛОЖЕНИЮ С КОМИТЕТОМ 
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митета используют правила арбитража по последнему предложению. Окончательное решение осуществляется 
по правилу простого большинства. Найдено равновесие по Нэшу в модифицированной арбитражной игре. 
Ключевые слова: арбитраж по последнему предложению, равновесие, оптимальные стратегии 

 
ВВЕДЕНИЕ 

Теоретико-игровые модели переговоров ак-
тивно используются в экономике (задача «про-
давец – покупатель»), юриспруденции (задача 
«истец – ответчик»), страховых моделях и др. 
Если для организации переговоров помимо уча-
стников привлекается еще одна независимая 
сторона – арбитр или несколько арбитров, то 
такие схемы называются арбитражными проце-
дурами. В настоящее время они актуальны в свя-
зи с возникновением в глобальной сети Интер-
нет виртуальных предприятий, в которых для 
решения различных практических вопросов мо-
гут использоваться многоагентные системы. 
Агенты могут решать как задачи распределения 
некоторого ресурса, так и проведения конкурсов, 
составления расписаний, очередности решения 
задач и др.  

Существуют различные модели арбитраж-
ных процедур. Наиболее популярна арбитраж-
ная процедура по последнему предложению 
(FOA) [2], [4], [5], [6]. Кроме нее используется 
схема согласительного арбитража [5], арбитраж-
ные процедуры с наказанием [3] и различные 
комбинированные процедуры [1], [7], [8]. Заме-
тим, что решение в арбитражных процедурах 
сильно зависит от вида распределения решения 
арбитра. Большинство работ в этой области ка-
саются моделей с непрерывным распределением 
решения арбитра. В этом случае равновесие ле-
жит среди чистых стратегий. В работах [1], [7] 
для дискретного распределения, сосредоточен-
ного в нечетном числе точек, было показано, что 
равновесие достигается в смешанных стратеги-
ях. При этом не накладывалось никаких ограни-
чений на множество предложений игроков. 
В работе [8] было найдено равновесие в арбит-
ражной процедуре, где стратегии игроков выби-
рались из заданных множеств X и Y. В работе [9] 

были исследованы арбитражные процедуры, в 
которых решение принималось не одним арбит-
ром, а арбитражным комитетом. В данной рабо-
те мы исследуем арбитражную игру, в которой 
решение осуществляется комитетом, состоящим 
из нескольких членов. Используется арбитраж-
ная процедура по последнему предложению, 
точнее, ее модификация. Решение каждого из 
арбитров моделируется независимыми случай-
ными величинами с одинаковым распределени-
ем. Мы будем искать равновесие в таких арбит-
ражных играх в терминах задачи о зарплате, од-
нако этот подход может быть применен и для 
других задач распределения ресурсов с участием 
арбитра. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассматривается игра с нулевой суммой, в 
которой игроки I и II, именуемые соответствен-
но как работник и работодатель, ведут перегово-
ры об установлении заработной платы. Игрок I 
делает предложение x, а игрок II – предложение 
y. Мы будем предполагать, что x и y выбираются 
из заданных множеств X и Y на числовой оси. 
Если x y≤ , то конфликта нет и игроки согла-
шаются на выплату жалованья, равного  

2

x y+
. 

Если же x y> , стороны апеллируют к арбит-
ражному комитету.  

Арбитражный комитет состоит из несколь-
ких членов. Для простоты предположим, что их 
число нечетно и равно 2n+1. Каждый из арбит-
ров называет свое решение, а затем сравнивает 
его с предложениями игроков. В соответствии с 
арбитражной процедурой по последнему пред-
ложению будем считать, что член комитета голо-
сует за того игрока, предложение которого ока-
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залось ближе к его мнению. Решение принима-
ется в соответствии с правилом большинства. 
Другими словами, в качестве решения принима-
ется то предложение игрока, за которое проголо-
совали n+1 арбитров. 

Предположим, что решения арбитров пред-
ставлены независимыми случайными величина-
ми 1 2 2 1, ,..., na a a +  с непрерывными функциями 
распределения 1 2 2 1( ), ( ),..., ( )nF a F a F a+ . Тогда, ес-
ли x y> , при процедуре арбитража по послед-
нему предложению комитет выбирает предло-
жение y, если решения по крайней мере n+1 ар-
битров 

1 2, , ,..., , 1
2

i k
x y

a i i i i k n
+< = ≥ + , 

в противном случае комитет выбирает x. 
Равновесие в процедуре с комитетом было 

найдено в [8] для случая, когда все распределе-
ния ( )iF a имеют одинаковую медиану.  

Мы исследуем модифицированную процедуру 
с арбитражным комитетом. Согласно данной про-
цедуре для арбитров, мнения которых попали в 
интервал предложений [x, y], действуют правила 
арбитража по последнему предложению (FOA). 
Если же выбор члена комитета лежит вне данного 
промежутка, то в качестве решения полагаем 

2

x y+
. 

Вначале мы исследуем модель с одним игро-
ком, с тремя игроками, а затем рассмотрим об-
щий случай.  

МОДЕЛЬ С ОДНИМ АРБИТРОМ 

Рассмотрим модифицированную арбитраж-
ную процедуру с одним арбитром. Следуя пра-
вилам процедуры, если решение арбитра при-
надлежит интервалу 

,
2

x y
y

+ 
 

, 

то результатом процедуры будет y. Если же ре-
шение принадлежит интервалу  

,
2

x y
x

+ 
  

, 

то x. В остальных случаях в качестве решения 
принимается полусумма предложений  

2

x y+
. 

Тогда функция в игре принимает вид 
 

( )

( , ) ( )
2

( ) ( ) 1 ( ) .
2 2

x y
H x y y F F y

x y x y
x F x F F y F x

 + = − +  
  

 + + + − + + −    

 

Из системы 

( ) ( ) 1
( ) 0

2 2 2 2 2

( ) ( ) 1
( ) 0

2 2 2 2 2

H x y x y F x F y x y
f x f F

x

H x y x y F x F y x y
f x f F

y

  ∂ − + + +   = − + − + =     ∂      


 ∂ − + + +    = − + + + =     ∂     

 

можно найти равновесие. 
Пр и м е р  1 .  Если a имеет стандартное 

нормальное распределение, то из симметрии 
задачи следует x y= −  и система уравнений пре-
вращается в условие 

2

21 .
2

x

x e
π− − = 

 
 

Отсюда находим точки * 1.667,y ≈ −  
* 1.667.x ≈  Нетрудно проверить, что это равно-

весие в данной процедуре. Заметим, что в обыч-
ной FOA процедуре равновесием является 

 

* *1.253, 1.253
2 2

y x
π π= − ≈ − = ≈ . 

 
Таким образом, модифицированная процеду-

ра рекомендует игрокам делать большие пред-
ложения, чем ранее. 

МОДЕЛЬ С ТРЕМЯ АРБИТРАМИ 

Рассмотрим арбитражную процедуру с коми-
тетом, состоящим из трех членов. Пусть x y< . 
Обозначим интервалы 

 

,
2

x y
L y

+ =  
, ,

2

x y
R x

+ =   
 и 

( ) ,
2

x y
u F F y

+ = − 
 

( ) .
2

x y
v F x F

+ = −  
 

 

 
Тогда решение комитета будет y, если реше-

ния всех трех арбитров попали в интервал L, 
вероятность этого 3u . Или если решения двух из 
трех попали в L, а третьего нет, вероятность это-
го ( )2 2

3 1C u u− . Или решение одного из трех ле-
жит в L, а двух других не попали ни в L, ни в R, 
вероятность этого ( )21

3 1C u u v− − . 
Итак, вероятность y есть 
 

( ) ( )2
3 21 3 1 3 1p u u u u u v= + − + − − . 

 
Аналогично решение комитета будет x с ве-

роятностью 
 

( )2
3 22 3 (1 ) 3 1p v v v v u v= + − + − − . 

 
В остальных случаях примем решение рав-

ным 

2

x y+
. 

Это произойдет с вероятностью ( )1 21 p p− − . 
Итак, функция выигрыша равна 
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( ) ( )1 2 1 2, 1
2 2

x y x y
H x y yp xp p p

+ += + + − − = +

( ) ( ) ( )( )( )2
3 3 2 23 1 1 3 1

2

x y
v u v v u u v u u v

−+ − +  − − −  + − − − 
. 

 
Равновесие может быть найдено из условий 
 

( ) ( ), ,
0 , 0

H x y H x y

x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
.  

 
Для функции распределения симметричной 

формы относительно точки 0 в равновесии 
должно выполняться условие x y= −  и 

( , ) ( , )u x y v x y= . Нетрудно показать, что опти-
мальное решение x удовлетворяет уравнению 

 

( ) ( ) ( )( )2
1

6 6 3 0 0
2

x v v f x f+ − + − = , 

 
где ( ) ( ) ( ) ( ) ( )10 ,v x F x F f x F x= − = . 

Пр и м е р  2 .  Пусть F(x) – функция стан-
дартного нормального распределения. Тогда из 
уравнения находим * 1.352.x ≈  Отсюда равнове-
сие здесь имеет вид * *1.352, 1.352.y x≈ − ≈  

МОДЕЛЬ С 2n+1 АРБИТРОМ 

Теперь представим, что комитет состоит из 
2n+1 арбитра. Тогда окончательное решение ко-
митета будет y в следующих случаях: 
• если решения всех 2n+1 арбитров попали 

в интервал L, вероятность этого 2 1nu + ; 
• если 2n решений попали в L, а одно нет, ве-

роятность этого ( )2 2
2 1 1 ;n n

nC u u+ −  
• если 2n – 1 решений попали в L, а два дру- 

гих не попали в L, вероятность этого 
( )22 1 2 1

2 1 1n n
nC u u− −+ − ; 

• и так далее... 
• … 
• если n+1 попали в L, а другие n не попали в 

L, вероятность этого ( )1 1
2 1 1

nn n
nC u u+ ++ − . 

Кроме того, решение будет y в следующих 
случаях: 
• если решения n арбитров попали в L (веро-

ятность этого события равна 2 1
n n
nC u+ ), из 

других n+1 ровно j попали в R, а оставшиеся 
n+1 – j не попали ни в L, ни в R, где j = 0,..., 
n – 1. Вероятность этого события равна 
( ) ( ) ( )1 211 1

1 11 1 ... 1
n n n n

n nu v C v u v C v u v
+ − −+ +− − + − − + + − − ; 

• если n – 1 решений попали в L (вероятность 
этого события равна 1 1

2 1
n n
nC u− −+ ), из других n+2 

решений ровно j попали в R, а оставшиеся 
n+2 – j не попали ни в L, ни в R, где j = 0,...,  
n – 2. Вероятность этого события равна 
( ) ( ) ( )2 1 421 2

2 21 1 ... 1
n n n n

n nu v C v u v C v u v
+ + − −+ +− − + − − + + − −  

• и так далее... 
• … 

• если решение одного из арбитров попало в L 
(c вероятностью 1

2 1nC u+ ), а другие 2n реше-
ния не попали ни в L, ни в R, вероятность 
этого ( )2

1
n

u v− − . 
Следовательно, вероятность выбора y равна 
 

( )

( )

1 1
1 2 1

1

1
2 1

2 1 2 1
1 0

1

1 .

n n in i n i
n

i

n i
n i jji i j

n n i
i j

p C u u

C u C v u v

+ − ++ ++
=

−
+ − −

+ + −
= =

= − +

+ − − 
 

 
Аналогично, вероятность выбора x равна 
 

( )

( )

1 1
2 2 1

1

1
2 1

2 1 2 1
1 0

1

1 .

n n in i n i
n

i

n i
n i jji i j

n n i
i j

p C v u

C v C u u v

+ − ++ ++
=

−
+ − −

+ + −
= =

= − +

+ − − 
 

 
В остальных случаях будет 

2

x y+
. 

Таким образом, функция выигрыша в данной 
игре имеет вид 
 

( )

( ) ( )( )
( ) ( )

1
1 1

2 1
1

1
2 1

2 1 2 1
1 0

,
2

1 1
2

1 .

n
n i n in i n i n i

n
i

n i
n i jji i j j i

n n i
i j

x y
H x y

x y
C v v u u

C C u v v u v u

+
− + − ++ + +=

=

−
+ − −

+ + −
= =

+= +

− + − − − +



+ − − − 





 

(1)

 
Обозначим выражение в квадратных скобках 

равенства (1) как S(v, u). Легко видеть, что S(v, u) 
антисимметрична, то есть S(v, u) = –S(u, v). То-
гда для v = u имеем S(u, u) = 0. 

Чтобы найти равновесие, продифференциру-
ем (1) по x и y. Получим 

 

( )

( )

1 1
,

2 2

1 1

2 2 2 2 2

H
S v u

x

x y S x y S x y
f x f f

v u

∂ = + +
∂

  − ∂ + ∂ +   + − +     ∂ ∂     

 

и

( )

( )

1 1
,

2 2

1 1
.

2 2 2 2 2

H
S v u

y

x y S x y S x y
f f y f

v u

∂ = − −
∂

  − ∂ + ∂ +   − + −     ∂ ∂     
 

Ограничимся рассмотрением симметричного 
случая, когда распределение F(x) имеет симмет-
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ричный вид относительно нуля. Тогда из сим-
метрии следует, что в равновесии x = –y и u = v. 
Тогда из системы  

0

0

H

x
H

y

∂ = ∂
∂ =

∂

 

находим условие для равновесия. Заметим, что 
поскольку S(v, u) = –S(u, v), то 

( ) ( ), ,S v u S u v

v u

∂ ∂
= −

∂ ∂
. 

Отсюда при u = v и x = –y вытекает 

( ) ( )( ) ( ),1
0 0.

2

S v v
x f x f

v

∂
+ − =

∂
 (2)

Из (1) находим 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )

1
2 1

1
2 1 2 1

1 0

1

1
2 1

1

,
1 2

1 1 1 .

n i
n i jji i j

n n i
i j

n
n in i i j

n
i

S v v
C C v i j v

v

C v v n i v n i v

−
+ − −

+ −+ + −
= =

+
−+ + −+

=

∂
= − − +

∂

+ − + − − − +

 


(3)

 
Равенства (2)–(3) могут быть использованы 

для вычисления численных значений оптималь-
ных стратегий в данной игре. 

В таблице приведены вычисленные опти-
мальные стратегии для различных n. Можно за-
метить, что при увеличении числа арбитров оп-
тимальные стратегии сходятся.  

 
 
Данная работа выполнена при финансирова-

нии Аналитической ведомственной целевой про-
граммы «Развитие научного потенциала высшей 
школы» (проект 1.8.10) и при поддержке Рос-
сийского фонда фундаментальных исследований 
(проект № 09-01-90709-моб_ст). 

 
О п т и м а л ь н ы е  с т р а т е г и и  и г р о к о в  в  з а в и с и м о с т и  о т  ч и с л а  а р б и т р о в  

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

x* 1.667 1.352 1.203 1.111 1.047 1.000 0.962 0.932 0.906 0.884 0.864 
y* -1.667 -1.352 -1.203 -1.111 -1.047 -1.000 -0.962 -0.932 -0.906 -0.884 -0.864
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