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ИЗ СОСТАВНЫХ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКИХ ЭЛЕМЕНТОВ 

Разработан алгоритм расчета, позволяющий выполнить деформационный расчет и проверить устойчивость 
рамной конструкции из составных элементов при работе материала за пределом упругости. Расчет рамы осуще-
ствляется с использованием эквивалентного модуля, учитывающего влияние деформаций сдвига. Алгоритм рас-
чета учитывает нелинейные геометрические и физические эффекты, возникающие в элементах рамы при работе 
под нагрузкой 
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В работе излагается порядок расчета плоской 
рамы, включающей в себя составные стержне-
вые элементы переменного сечения с ветвями, 
соединенными между собой по длине структур-
ными связями в виде решетки из планок, раско-
сов, распорок, перфорированных листов и т. п. 
Проверка деформативности и несущей способ-
ности осуществляется на примере однопролет-
ной рамы с жесткими узлами, имеющей произ-
вольный неразветвленный ломаный контур. Рама 
имеет закрепления из своей плоскости в узлах  
и в промежутке между ними. Нагрузка, дейст-
вующая на раму, вызывает в ее элементах в об-
щем случае пространственный изгиб.  

Расчетные формулы построены на основе 
использования приближенного выражения для 
кривизны оси стержней рамы. Для материала 
стержней устанавливается произвольная зави-
симость между деформациями и напряжениями. 
Влияние разгрузки не учитывается. Использует-
ся гипотеза плоских сечений. Учет деформаций 

сдвига осуществляется способом, предложен-
ным Ф. Энгессером и С. П. Тимошенко [1]. Не 
учитывается влияние касательных напряжений 
на развитие пластических деформаций. Геомет-
рическая неизменяемость поперечного сечения 
стержней обеспечивается постановкой попереч-
ных диафрагм жесткости. 

Деформационный расчет рамы за пределом 
упругости производится методом шагового на-
гружения конструкции [2]. При расчете рамы на 
каждом ( )1+ν -м этапе нагружения используют-
ся полученные автором данной статьи в работе 
[3] формулы для определения эквивалентных 
модулей деформаций )1(, +νэкв

xjE  и )1(, +νэкв
yjE , учи-

тывающих влияние деформаций сдвига. 
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где )(ν
xjM  и )(ν

yjM  – изгибающие моменты в j-м 
сечении от внешней нагрузки, действующие со-
ответственно в плоскости рамы и в плоскости 
перпендикулярной к плоскости рамы при v-м 
нагружении; )(

1
νε j , )(

2
νε j  и )(

3
νε j  – краевые продоль-

ные относительные деформации в j- м сечении 
элемента при v-м загружении рамы; yjh , xjh - 
высота j-го поперечного сечения элемента соот-
ветственно в плоскости и перпендикулярно 
плоскости рамы; )(ν

yjQ  и )(ν
xjQ  – поперечные силы, 

действующие в j-м сечении, соответственно  
в плоскости рамы и в плоскости перпендикуляр-
ной к плоскости рамы при v-м загружении; yj1γ  
и xj1γ  – углы сдвига соединительной решетки 
сквозного элемента от действия единичных по-
перечных сил соответственно 1=yjQ  и 1=xjQ   
при v-м нагружении рамы (учет развития пла-
стических деформаций производится по [4]); xjJ  
и yjJ  – моменты инерции j-го поперечного сече-
ния элемента. 

При известной функциональной зависимости 
между напряжениями и деформациями ( )εσ f=  
для материала стержневого элемента краевые 
продольные относительные деформации в j-м 
сечении элемента при v-м нагружении являются 
функциями усилий 
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где )(νвн

xjM  и )(νвн
yjM  – проекции вектора 

главного момента эпюры нормальных напряже-
ний относительно центра тяжести j-го попереч-
ного сечения, возникающего при v-м нагруже-
нии рамы; )(νвн

jP  – главный вектор эпюры нор-
мальных напряжений в этом сечении при v-м 
загружении рамы. 

Величины )(νвн
xjM , )(νвн

yjM  и )(νвн
jP  определя-

ются из уравнений равновесия 
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где )(ν

jN  – продольная сила, действующая  
в j-м поперечного сечения стержневого элемен-
та, возникающая при v-м нагружении рамы. 

При известных величинах )(νвн
xjM , )(νвн

yjM   
и )(νвн

jP , используя (4), (5) и (6), можно найти  
в поперечном сечении относительные деформа-
ции )(

1
νε j , )(

2
νε j  и )(

3
νε j . 

Используя (1) и (2), можно выполнить сило-
вой расчет рамы за пределами упругости одним 
из известных методов строительной механики.  

В случае использования метода сил для расчета 
рассматриваемой рамы, элементы которой изги-
баются только в плоскости рамы, основную сис-
тему можно получить путем отбрасывания левой 
опоры рамы и приложением вместо отброшен-
ных связей (в сечении 0) неизвестных сил )(

1
νX   

и )(
2
νX  и момента )(

3
νX . В результате основная 

система будет представлять собой ломаный кон-
сольный составной стержень переменного сече-
ния по длине. Этот консольный стержень делит-
ся по длине на m  (в общем случае неравных) 
частей. По длине каждого из участков стержня 
между сечениями j  и 1−j  физические и гео-
метрические параметры рамы считаются по ве-
личине постоянными. Общий подход к деформа-
ционному расчету сжато-изогнутого сплошного 
упругого ломаного консольного стержня пере-
менного сечения изложен в [5]. 

На первом этапе нагружения рассматривае-
мой рамы незначительной нагрузкой при линей-
ной зависимости между деформациями и на-
пряжениями величина эквивалентного модуль 
деформаций экв

xjE  будет отвечать линейной упру-
гой работе материала и учитывать упругую  
работу соединительной решетки составных эле-
ментов рамы на сдвиг. При этих условиях осу-
ществляется упругий расчет сдвигоподатливой 
рамы. В дальнейшем после расчета рамы по ве-
личине полученных в сечениях усилий )(ν

xjM   
и )(ν

jP , используя зависимости (4)–(7), опреде-
ляются величины относительных деформаций 

)(
1
νε j  и )(

2
νε j , уточняется величина )(

1
νγ yj (учитывая 

развитие пластических деформаций по [4]),  
пересчитывается величина )(νэкв

xjE  и уже уточ-
ненная величина эквивалентного модуля дефор-
маций используется для следующего этапа  
расчета рамы как упругой системы. 

Для определения перемещений сечений ос-
новной системы рамы прямолинейные участки 
стержня рассматриваются как консольные 
стержни длиной jl , защемленные в узле j   
и имеющие свободный конец в узле )1( −j . Сво-
бодный конец каждого из таких стержней будет 
загружен продольной силой )(ν

jN , поперечной 
силой )(

,1
ν

jjQ − , перпендикулярной к недеформиро-
ванной оси j -го стержня, и моментом )(

,1
ν

jjM − , 
передающимися на j -й стержень со стороны 
стержня )1( −j  и внешней нагрузки )(

1
ν
−jF , при-

ложенной в сечении )1( −j . Силы и момент бу-
дут равны 
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В формулах (8), (9) и (10) коэффициенты при 

неизвестных и параметры )(ν
SjF , )(ν

QjF , )(ν
MjF  учи-

тывают соответственно преобразования, связан-
ные с )(

1
νX , )(

2X ν , )(
3X ν  и внешними нагрузками 



Алгоритм расчета рамной конструкции из составных упругопластических элементов 29 
 
на длине рамы от сечения 0  до сечения )1( −j  
при определении усилий. 

Линейные и угловые перемещения свободно-
го конца j -го стержня определяются по форму-
лам 
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В формулах (11) и (12) коэффициенты при 

неизвестных и параметры )(
1,

ν
δ −jF , )(

1,
ν

α −jF  учиты-
вают соответственно преобразования, связанные 
с )(

1
νX , )(

2X ν , )(
3X ν  и внешними нагрузками  

на длине арки от сечения 0  до сечения )1( −j  
при определении перемещений. 

Приравнивая перемещения сечения 0  кон-
сольного стержня к нулю, получаем систему  
из трех уравнений для определения неизвестных 

)(
1
νX , )(

2X ν , )(
3X ν с учетом линейных и угловых 

перемещений поперечных сечений рассматри-
ваемой рамы. 

В процессе описанного расчета на каждом 
ν -м этапе нагружения проверяется устойчи-
вость рамы в своей плоскости методом, изло-
женным в [6]. Для рассматриваемой рамы со-

ставляется и варьируется система уравнений 
равновесия в сечениях рамы 
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где jMδ  – вариация моментов внешних сил от-
носительно центра тяжести j -го поперечного 
сечения; 
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В определитель системы (13), составленный  
из коэффициентов при вариациях независимых  
переменных, подставляются параметры напряжен-
но-деформированного состояния, полученные  
из деформационного расчета рамы. В случае равен-
ства нулю указанного определителя или смены зна-
ка его численного значения регистрируется величи-
на критической нагрузки. Если устойчивость рамы 
обеспечена, производится перерасчет величины 

)(νэкв
xjE  для следующего этапа нагружения рамы  

и производится вновь ее деформационный расчет. 
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