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АЛГОРИТМ РАСЧЕТА АРОЧНОЙ КОНСТРУКЦИИ 
ИЗ СОСТАВНЫХ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКИХ ЭЛЕМЕНТОВ 

Разработан алгоритм расчета, позволяющий выполнить деформационный расчет и проверить устойчивость 
арочной конструкции из составных элементов при работе материала за пределом упругости. Расчет арки осуще-
ствляется с использованием эквивалентной жесткости поперечного сечения, учитывающей влияние деформаций 
сдвига. Алгоритм расчета учитывает нелинейные геометрические и физические эффекты, возникающие в арке 
при работе под нагрузкой. 
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В работе излагается порядок расчета состав-
ной двухшарнирной упругопластической поло-
гой арки, ось которой имеет круговое очерта-
ние. Арка имеет переменное сечение по длине. 
Пояса арки соединены между собой структур-
ными связями (раскосами, распорками, план-
ками, перфорированным листом). В работе ис-
пользуется приближенное выражение для кри-
визны изогнутой оси. Для материала арки ус-
танавливается произвольная зависимость меж-
ду деформациями и напряжением. Учет влия-
ния деформаций сдвига осуществляется спосо-
бом, предложенным Ф. Энгессером и С. П. Ти-
мошенко [6; 133]. Не учитывается влияние ка-
сательных напряжений на развитие пластиче-
ских деформаций. Геометрическая неизменяе-
мость поперечного сечения составной арки 
обеспечивается постановкой поперечных диа-
фрагм жесткости. 

В основе предлагаемого решения лежит ис-
пользование известного дифференциального 

уравнения изгиба упругой пологой арки, имею-
щей бесконечную жесткость на сдвиг, 
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где )(xEJ  – изгибная жесткость поперечного 
сечения арки, изменяющаяся по ее длине; 

)(xv  – перемещение точек оси арки в радиаль-
ном направлении; )(xN  – продольная сила, 
действующая в сечениях арки; oR  – радиус 
кривизны оси недеформированной арки; 

)(xq  – неравномерно распределенная нагрузка, 
действующая на арку в ее плоскости в ради-
альном направлении. 

Для решения уравнения (1) используется ме-
тод конечных разностей и шаговое нагружение 
конструкции [1]. Проекция оси арки на ось ор-
динат x делится на m равных частей длиной s. 
Для j-й узловой точки на оси арки уравнение (1) 
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на i-м шаге нагружения примет вид уравнения 
в конечных разностях 
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где )(2 i

jvΔ  и )(4 i
jvΔ  – конечные разности соответ-

ственно второго и четвертого порядков на i-м 
шаге нагружения; )(i

jq  – равномерно распреде-
ленная нагрузка на j-м участке арки во время i-го 
шага нагружения; )(iэкв

xjB – эквивалентная жест-
кость поперечного сечения арки, учитывающая 
влияние сдвиговых деформаций, равная для i-го 
шага нагружения 
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Формула (3) была получена и опубликована 

нами ранее [4]. В этой формуле: )1( −i
xjM – изги-

бающий момент в j -м сечении арки, возникаю-
щий при ( )1−i -м шаге нагружения; )1( −Δ i

jε  – раз-
ность краевых линейных относительных дефор-
маций в j -м сечении арки при ( )1−i -м шаге на-
гружения; jh – высота j-го поперечного сечения 
арки; )1(

1
−i

yjγ – угол сдвига соединительной решет-
ки составной арки от единичной поперечной 
силы для j-го участка арки при ( )1−i -м шаге на-
гружения; )1( −′ i

yjQ – значение первой производной 
от поперечной силы, действующей в j-м сечении 
арки при ( )1−i -м шаге нагружения. 

При известной функциональной зависимости 
между напряжениями и деформациями ( )fσ ε=  
для материала стержневого элемента краевые 
продольные относительные деформации в j-м 
сечении элемента при ( )1−i -м нагружении яв-
ляются функциями усилий 
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где )1( −iвн

xjM – главный момент эпюры нормаль-
ных напряжений относительно центра тяжести  
j-го поперечного сечения, возникающий при 
( )1−i -м нагружении арки; )1( −iвн

jP – главный век-
тор эпюры нормальных напряжений в этом се-
чении при ( )1−i -м нагружении арки. 

Краевые деформации )1(
1
−i
jε  и )1(

2
−i
jε  определя-

ются из решения системы уравнений равновесия 
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где )1( −i
jN – продольная сила, действующая в j-м 

поперечном сечении арки, возникающая при 
( )1−i -м нагружении. 

Для упрощения решения системы нелиней-
ных алгебраических уравнений (6) j-е попереч-
ное сечение арки разбивается по высоте на n  
участков одинаковой ширины. Принимая во 
внимание относительные деформации на грани-
цах k-го участка разбиения )1(

1
−i

jkε  и )1(
2
−i

jkε , вместо 
(6) в расчете используется система уравнений 
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где )1( −i

jkM  и )1( −i
jkP – коэффициенты, зависящие 

от формы, размеров поперечного сечения арки, 
от интервала разбиения и стадии напряженно-
деформированного состояния в j-м сечении при 
( )1−i -м нагружении арки;  
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здесь )1(

1
−i

jka , )1(
2
−i

jka , )1(
1
−i

jkb , )1(
2
−i

jkb  – коэффициенты, 
учитывающие линейное распределение дефор-
маций по высоте поперечного сечения.  

При известных величинах )1( −i
xjM  и )1( −i

jP  
с помощью формул (4)–(9) в j-м поперечном сече-
нии находятся относительные деформации )1(

1
−i
jε  

и )1(
2
−i
jε  и по (3) определяется величина )(iэкв

xjB .  
Формула (2) в неизвестных перемещениях 

узловых точек примет вид 
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Продольная сила в j -м сечении арки, исполь-

зуемая при расчете на i -м шаге нагружения, оп-
ределяется по формуле, полученной в работе [2], 
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где )1( −i

CN  – продольная сила, возникающая 
в точке перегиба после ( )1−i -го шага нагруже-
ния;  
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Ордината j -го узла деформированной оси 

арки )1( −i
jy в системе координат xy −  определит-

ся по формуле 
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где jRoy ,  – ордината j -го узла недеформирован-
ной оси арки. 

Зная )1( −i
jy , построим алгебраический ин-

терполяционный многочлен Лагранжа m -го 
порядка  
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где )(xl j  – коэффициенты полинома Лагранжа [3]. 

Абсцисса )1( −i
Cx точки перегиба С деформиро-

ванной оси арки определяется из решения урав-
нения 
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Зная напряженно-деформированное состоя-

ние арки при ( )1−i  нагружении и )1( −i
Cx , величи-

на )1( −i
CN определяется из решения системы 

уравнений равновесия части арки, отделенной 
поперечным сечением, проходящим через точку 
оси арки С. 

С учетом вышеизложенного, принимая во 
внимание формулы (2)–(14), решается задача 
деформационного расчета нелинейной состав-
ной пологой арки переменного сечения. 

В процессе описанного расчета на каждом  
i-м этапе нагружения проверяется устойчивость 
арки в своей плоскости методом, изложенным  
в [5]. Для рассматриваемой арки составляется  
и варьируется система уравнений равновесия  
в сечениях арки 
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где H – распор; oV  – вертикальная реакция на 
левой опоре арки; q

jG  – главный вектор внешней 
нагрузки, приложенной к левой части арки, от-
деленной j-м сечением;  
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В определитель системы (15), составленный 

из коэффициентов при вариациях независимых 
переменных, подставляются параметры напря-
женно-деформированного состояния, получен-
ные из деформационного расчета арки. В случае 
равенства нулю указанного определителя или 
смены знака его численного значения регистри-
руется величина критической нагрузки. Если 
устойчивость арки обеспечена, производится 
перерасчет величины )(iэкв

xjB  для следующего 
этапа нагружения арки и повторяется вновь ее 
деформационный расчет. 
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