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В статье рассматривается методика численного моделирования контактной сети и токоприемника электровоза 
как механической системы с полукоэрцитивным взаимодействием элементов. Для моделирования такого взаи-
модействия используются связи, сопротивляющиеся только сжатию. На модельных примерах рассмотрено из-
менение силы контактного взаимодействия в зависимости от скорости движения электровоза. 
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Введение. В современных условиях содержани-
ем одного из направлений развития электрифи-
цированного железнодорожного транспорта в 
целях улучшения его технико-экономических 
характеристик является обеспечение экономич-
ного и надежного функционирования систем 
«токоприемник – контактная сеть» при доста-
точно большой скорости движения поездов. В 
этой связи появляется ряд актуальных проблем, 
относящихся как к совершенствованию извест-
ных инженерных решений, так и к созданию но-
вых систем названного выше вида, что предо-
пределяет необходимость все более детального 
их исследования [15]. Комплексное исследова-
ние степени влияния различных факторов на 
характеристики систем «токоприемник – кон-
тактная подвеска», безусловно, требует проведе-
ния экспериментов. Однако по техническим и 
экономическим условиям проведение таких экс-
периментов возможно при ограниченном наборе 
конструктивных и технологических характери-
стик. В этой связи становится не только целесо-

образным, но и необходимым применение соот-
ветствующих математических моделей и совре-
менной вычислительной техники. Основным 
направлением в изучении рассматриваемых сис-
тем является математическое моделирование с 
применением численных методов [7; 22].  

Применение методов математического моде-
лирования позволяет решать достаточно сложные 
задачи, в которых, например, учитывается, что 
при определенных условиях (недостаточная сила 
начального нажатия токоприемника, колебания 
токоведущего провода в вертикальной плоскости 
и т. д.) возможен кратковременный однократный 
или повторяющийся разрыв электрической цепи 
вследствие появления зазора между токоприем-
ником и токоведущим проводом. При этом имеет 
место повышенный электроэрозионный износ 
контактирующих элементов. Можно избежать 
появления зазоров, увеличивая силу начального 
нажатия токоприемника. Однако увеличение си-
лы контактного взаимодействия приводит, соот-
ветственно, к увеличению силы трения и ускоре-



84 Г. Н. Колесников, Д. А. Кувшинов 
 
нию по этой причине износа контактирующих 
элементов. Таким образом, очевидна необходи-
мость постановки и решения соответствующей 
оптимизационной задачи, для чего нужны адек-
ватные математические модели и алгоритмы их 
компьютерной реализации. 

Известны математические модели механиче-
ских систем рассматриваемого класса, разрабо-
танные с применением метода конечных элемен-
тов и метода конечных разностей (см., например, 
[8; 6]). При разработке и компьютерной реализа-
ции таких моделей появляется ряд проблем. 
Наибольшие затруднения обусловлены необхо-
димостью учета возможности появления зазоров 
между токоприемником и контактным проводом 
при некоторой скорости движения электропоез-
да. Имеет место конструктивная нелинейность, 
так как структура механической системы в дан-
ный момент времени зависит от того, закрыт или 
открыт зазор. Решение задачи может быть най-
дено с использованием методов нелинейной ме-
ханики [19], например по схеме последователь-
ных нагружений [14].  

Нами была предложена методика расчета, в 
которой применен прямой алгоритм решения 
задачи на каждом шаге по времени, что достига-
ется использованием соответствующей разност-
ной схемы [10; 11]. Методика предназначена, в 
частности, для исследования изменения силы 
контактного взаимодействия полоза токоприем-
ника электровоза и токоведущего провода кон-
тактной сети. Сила контактного взаимодействия 
токоприемника с токоведущим проводом заранее 
неизвестна и подлежит определению как один из 
результатов решения задачи. Особенность алго-
ритма заключается в том, что стандартные зави-
симости метода конечных элементов дополнены 
соотношениями для сил контактного взаимодей-
ствия и величин зазоров, аналоги дифференци-
альных уравнений движения записаны с исполь-
зованием односторонних конечных разностей, а 
расчет на шаге по времени сведен к линейной 
задаче дополнительности, для решения которой 
применен известный алгоритм [12; 17].  

Для обеспечения стабильного качества токо-
съема по всей длине токоведущего провода ам-
плитуда его поперечных колебаний не должна 
быть избыточно большой, в том числе при авто-
колебаниях [22]. Амплитудой поперечных коле-
баний провода можно управлять, изменяя силу 
его натяжения. На модельной задаче нами была 
рассмотрена методика исследования взаимо-
влияния поперечных и продольных колебаний 
токоведущего провода контактной сети в зави-
симости от силы натяжения. Задача решается 
с применением численных методов [11].  

1. Математическая модель. Современное 
состояние и развитие методов расчета механиче-
ских систем с контактным взаимодействием 
элементов отражено в нескольких работах [16], 
[24], [5], [1], [9], [3]. В данном случае при по-
строении математической модели использованы 

стандартные соотношения метода конечных 
элементов в форме метода перемещений, в кото-
рых учтены изгиб в вертикальной плоскости и 
продольные деформации стержней [20]. Токове-
дущий провод и поддерживающие его фрагмен-
ты контактной сети разбиваются на элементы 
конечной длины. Уравнения движения записы-
ваются с учетом сил упругого и вязкого сопро-
тивления в стандартной форме. При этом длина 
каждого из элементов принимается достаточно 
малой, что позволяет, используя известную ме-
тодику [2], исключить из рассмотрения враща-
тельные степени свободы.  

С физической точки зрения модель контакт-
ного провода представляет собой упорядоченное 
множество масс, сосредоточенных в узлах и со-
единенных упругими элементами. Продольная и 
поперечная жесткость каждого из стержней оп-
ределяется геометрическими характеристиками 
его поперечного сечения и свойствами материа-
ла. В рассматриваемой модели каждая из масс 
(которые в данном случае могут рассматривать-
ся как материальные точки) имеет две степени 
свободы. 

В матричной форме уравнение движения 
рассматриваемой механической системы с полу-
коэрцитивным взаимодействием элементов име-
ет следующий вид: 

 
CNPrUUKUMR −−++= &&& , (1)

 
где M  – матрица масс, K  – матрица, учиты-
вающая диссипацию энергии, r  – матрица же-
сткости, P  – вектор узловых сил, U  – вектор 
перемещений узлов конечно-элементной моде-
ли. Элементы вектора R представляют собой 
реакции фиктивных связей метода конечных 
элементов в форме метода перемещений. Эти 
реакции равны нулю. 

Соотношение (1) отличается от стандартной 
формулировки метода конечных элементов [20], 
[2] компонентом ,CN  которым в нашем случае 
учитывается влияние сил контактного взаимо-
действия. Эти силы представлены элементами 
вектора N. Здесь C  – матрица коэффициентов 
в уравнениях равновесия.  

Перемещения ,U  текущие и начальные зна-
чения зазоров ( D  и 0D  соответственно) связаны 
между собой геометрическими соотношениями 

 
0DUCD += T . (2)

 
По физическому смыслу задачи уравнения 

(1) и (2) необходимо дополнить следующими 
выражениями: 

 
,R 0=  ,ND 0=T  ,D 0≥  0≥N . (3)

 
Таким образом, рассматриваемая задача сво-

дится к поиску решения системы равенств и не-
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равенств (1–3), то есть исходная задача форму-
лируется как линейная задача дополнительно-
сти. Достаточно эффективный в вычислитель-
ном отношении алгоритм решения задачи может 
быть построен с использованием разработанного 
ранее подхода [12], [17]. 

 Применяя явную схему с односторонними 
конечными разностями, заменим соотношения 
(1–3) их конечно-разностными аналогами:  

 
iiii PCNAUR
)

+−=  
0DUCD += ii

T  
;0R =i  ;ND 0=ii

T  ;0D ≥i  0N ≥i , 
 
где 
 

=A rKM ++ −− 12 ττ , 
,PBUMUP iiii −−τ= −−

−
12

2)
 122 −− += ττ KMB , 

 
τ – шаг по времени, i – номер шага. 

Первые два соотношения запишем в матрич-
ной форме: 
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Используя жордановы исключения в блочной 

форме, переведем все переменные, обязательно 
равные нулю, в правую часть данного равенства. 
Эти переменные представлены всеми элемента-
ми блока iR  и некоторыми (неизвестными зара-
нее) элементами блоков iD , Ni. Переведем iR  
в правую часть. Получим: 
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Таким образом, можно записать следующие 

соотношения: 
 

iii PACDCNACD
)1

0
1 −− −+= TT  

;ND 0=ii
T  ;D 0≥i  .N 0≥i  

 
Обозначим 
 

;DY i=  ;NX i=  ;CACH 1−= T  
.PACDW i

)1
0

−−= T  
 
Тогда, очевидно, 
 

.WHXY +=  

По физическому смыслу рассматриваемой 
задачи матрица коэффициентов H  квадратная, 

положительно определенная. Для неизвестных 
переменных выполняется соотношение: 

 
0=XYT ; 0≥Y ; .0≥X  

 
Тем самым на шаге i  по времени приходим к 

известной формулировке линейной задачи до-
полнительности [23].  

Заметим, для решения рассматриваемой кон-
тактной задачи могут быть использованы раз-
личные алгоритмы [24], [3], [16]. В данном слу-
чае эффективным в вычислительном отношении 
является применение алгоритма с энергетиче-
ским критерием выбора разрешающей строки 
[12], [17]. 

Решив линейную задачу дополнительности, 
найдем iD  и iN  на шаге i  по времени. Затем 
определим перемещения узлов конечно-эле-
ментной модели: 

 
).( 111

iiii PACNARAU
)

−−− −++=  
 
Касательную составляющую силы контакт-

ного взаимодействия токоведущего провода и 
токоприемника определим, используя закон 
Амонтона – Кулона fNT = , где f  – коэффици-
ент трения, N – нормальная составляющая силы 
контактного взаимодействия. 

2. Алгоритм решения. Для численной реали-
зации математической модели разработан алго-
ритм, который может быть представлен в сле-
дующем виде. 

1. С использованием метода последовательных 
приближений [19], [14] определяется деформиро-
ванное состояние провода, на который действуют 
сила собственного веса, сила натяжения и сила 
начального нажатия токоприемника. Таким обра-
зом, решается задача статики с учетом геометри-
ческой нелинейности по аналогии с [22], [11].  

2. Для определения перемещений узлов ко-
нечно-элементной модели используется явная 
схема с односторонними конечными разностями. 
На первом шаге по времени в качестве исходно-
го принимается состояние статического равно-
весия, найденное по п. 1. 

3. На очередном шаге по времени i  в качест-
ве исходного состояния принимается состояние 
объекта исследования, найденного на предыду-
щем шаге 1.−i  Решается линейная задача до-
полнительности с целью определения зазоров 

iD , нормальных составляющих сил контактного 
взаимодействия полоза токоприемника и токове-
дущего провода iN , перемещений узлов конеч-
но-элементной модели iU . 

4. Касательные составляющие сил контакт-
ного взаимодействия на шаге i  вычисляем, ис-
пользуя найденные на предыдущем шаге значе-
ния нормальных сил: 

 
.1−= ii f NT  
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5. Найденные перемещения iU  используем 
для нахождения новых значений координат уз-
лов конечно-элементной модели и пересчета 
матрицы жесткости системы. Каждый шаг по 
времени сопровождается перемещением токо-
приемника на расстояние, равное длине конеч-
ного элемента токоведущего провода по направ-
лению движения электровоза. Изменение гео-
метрической схемы объекта моделирования учи-
тывается пересчетом как матрицы жесткости, 
так и элементов матрицы C . 

6. В качестве критерия остановки счета ис-
пользуется число шагов по времени. Точность 
такого расчета приемлема, если величина шага 
по времени достаточно мала. 

3. Модельный пример. Объект исследования 
схематически представлен на рис. 1. 

 
 

 
Рис. 1. Модель участка контактной сети 

 
За основу модели взята плоская схема заме-

щения пространственной ромбовидной автоком-
пенсированной контактной сети (ПРАКС) [7; 
21]. Несущий трос и токоведущий провод закре-
плены шарнирно-неподвижно в начале первого 
пролета. Промежуточные опоры несущего троса 
рассматриваются как примыкающие шарнирно-
подвижные опоры. Несущий трос и токоведу-
щий провод связаны упругими элементами, об-
ладающими жесткостью 3,6 кН/м. Пролеты то-
коведущего провода и несущего троса одинако-
вы, равны 10 м. Натяжение токоведущего прово-
да и несущих тросов создается противовесами. 
Сила натяжения троса 24 кН, провода – 19,6 кН. 
Несущий трос и токоведущий провод разбива-
ются на конечные элементы длиной 2,5  и 0,25 м 
соответственно. Токоприемник моделируется 
механической системой двух подпружиненных 
масс по аналогии с [13]. Масса полоза – 16 кг, 
приведенная масса нижних рам и пружин токо-
приемника – 45 кг, жесткость верхней пружины 
равна 6 кН/м, нижней пружины – 1 кН/м. 

Требуется, принимая во внимание жесткость 
провода при растяжении и при изгибе, исследо-
вать изменение силы контактного взаимодейст-
вия токоведущего провода и полоза токоприем-
ника F в зависимости от скорости движения 
электровоза V.  

Некоторые результаты вычислений по изло-
женному в разделе 2 алгоритму приведены на 

рис. 2–7. В начальный момент времени токопри-
емник располагается в середине первого проле-
та, начальная сила нажатия токоприемника 
F0 = 100 H. 

 
 

 
 

Рис. 2. Изменение силы контактного взаимодействия F  
в зависимости от времени t. V = 180 км/час 

 

 
Рис. 3. Зависимость F(t). V = 250 км/час 

 

 
Рис. 4. Зависимость F(t). V = 340 км/час 
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Рис. 5. Изменение величины зазора D между токоведущим 

проводом и полозом токоприемника в зависимости 
от времени t. V = 340 км/час 

 

 
Рис. 6. Зависимость F(t). V = 360 км/час 

 

 
Рис. 7. Зависимость D(t). V = 360 км/час 

 

Анализ результатов численного моделирова-
ния показывает следующее. 

При прохождении полозом токоприемника 
узлов присоединения струн имеет место быстро 
протекающий процесс изменения силы контакт-
ного взаимодействия токоприемника с токове-
дущим проводом. 

С увеличением скорости движения электро-
воза возрастает интервал изменения силы кон-
тактного взаимодействия. 

При достаточно высоких скоростях возмож-
но появление зазора и, как следствие, снижение 
качества токосъема (рис. 5–7). 

Эти закономерности хорошо известны спе-
циалистам по результатам наблюдений, натур-
ных испытаний и численных экспериментов в 
данной области исследований, что позволяет 
сделать вывод об адекватности результатов мо-
делирования.  

Заключение. Представленная в данной статье 
методика численного моделирования позволяет 
прогнозировать состояние системы «контактная 
сеть – токоприемник» при различных значениях 
скорости движения электровоза, начальной силы 
контактного взаимодействия, расстояний между 
опорами и струнами, жесткости струн, массы и 
жесткости токоприемника, силы натяжения то-
коведущего провода и других характеристик 
системы. Тем самым в дополнение к возможно-
стям известных методик [15], [7], [22], [8] [6] 
расширяется набор инструментов для исследо-
вания систем «контактная сеть – токоприемник», 
что может быть использовано при совершенст-
вовании и оптимизации этих систем. 

Результаты моделирования по представлен-
ной методике могут быть использованы при вы-
полнении расчетов контактных подвесок в целях 
улучшения технико-экономических характери-
стик электрифицированного железнодорожного 
транспорта. 

Заметим, что механические системы с полу-
коэрцитивным (односторонним) взаимодействи-
ем элементов являются физически адекватными 
моделями разнообразных объектов, часто встре-
чающихся в природе и технике. При математи-
ческом описании таких физических моделей 
применяются соотношения, аналогичные (1)–(3). 
При этом исходная задача сводится к линейной 
задаче дополнительности. Существуют примеры 
применения этих соотношений при решении 
других задач [4], [18].  

 
 Работа выполнена при поддержке Россий-

ского фонда фундаментальных исследований 
(проект № 08-08-00979). 
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