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Термин «полезность» как цель потребления того 
или иного блага впервые применил в экономиче-
ской теории английский философ и социолог 
Джереми Бентам. В дальнейшем в работах не-
мецкого экономиста, предшественника матема-
тической школы в политической экономии Гер-
мана Госсена и английского экономиста Альфре-
да Маршалла теория полезности была математи-
чески обоснована, и под полезностью стали 
фактически подразумевать некоторую меру по-
лезности как функцию количества блага. При 
этом к функции полезности предъявлялись сле-
дующие требования [4; 155–179]: 
• возрастание полезности: с увеличением ко-

личества блага его полезность растет; 
• убывание предельной полезности: с увели-

чением количества потребляемого блага по-
лезность каждой следующей его порции 
снижается. 
Пусть ( )z f x=  – произвольная функция по-

лезности, где x – количество некоторого блага, а 
z – его полезность. Тогда функция ( )f x  должна 
удовлетворять условиям:  

( ) 0f x′ >  и ( ) 0f x′′ < . (1)

Таким образом, функция полезности любого 
блага должна быть возрастающей и выпуклой 
вверх. Функцию полезности такого вида мы бу-
дем называть классической. До сих пор, за ред-
ким исключением, при построении математиче-
ских моделей в экономике требования (1) для 
функции полезности считают очевидными.  

И все же около пятидесяти лет назад амери-
канский экономист, лауреат Нобелевской премии 
по экономике 1976 года Милтон Фридмен [6] 
«испортил» классическую кривую полезности 
для такого блага, как деньги, отбросив второе из 
условий (1). Таким образом, график функции 
полезности Фридмена может иметь как участки, 
выпуклые вверх, так и участки, выпуклые вниз. 
Однако в известной автору литературе нет отве-
та на вопросы: любая ли удовлетворяющая ус-
ловиям (1) функция может быть классической 
функцией полезности и любая ли возрастающая 
функция может быть функцией Фридмена?  

В данной статье автор формулирует условия, 
выполнение которых для функций полезности 
денег позволяет получать оценки жребия, адек-
ватные поведению реальных экономических 
субъектов. При этом, отталкиваясь от класса 
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степенных функций полезности, мы построим 
более широкий класс таких функций, имеющих 
участки выпуклости как вверх, так и вниз. 

1. ФУНКЦИЯ ПОЛЕЗНОСТИ И МОРАЛЬНОЕ 
ОЖИДАНИЕ 

Прежде всего отметим, что еще в 1738 году 
швейцарский математик Даниил Бернулли фак-
тически построил логарифмическую функцию 
полезности (не используя термин «полезность») 
при решении задач, в которых жребий нельзя 
оценивать по математическому ожиданию [1].  

Пример: Вам достался жребий, который с 
равной вероятностью должен принести выиг-
рыш в сорок тысяч долларов или ничего. Хотя 
по математическому ожиданию жребий оцени-
вается в двадцать тысяч, многие поступят ра-
зумно, согласившись продать его за восемна-
дцать тысяч долларов.  

Бернулли предположил, что элементарное 
приращение состояния дает увеличение полез-
ности состояния на величину, пропорциональ-
ную этому приращению и обратно пропорцио-
нальную величине состояния:  

 
dCdZ k
C

= ⋅ , (2)

 
где C – текущее состояние, Z – его полезность, k 
– коэффициент пропорциональности. C точки 
зрения здравого смысла такое предположение 
естественно. Дополнительная тысяча долларов 
для малообеспеченного человека покажется 
очень даже значительной суммой, но миллионер 
такое приращение своего состояния просто не 
почувствует. Пользуясь свободой в выборе шка-
лы, положим k 1= . Взяв одно из решений урав-
нения (2), примем за функцию полезности денег 

ln( )Z C= . Пусть теперь в некоторой игре вели-
чина выигрыша принимает значения xi с вероят-
ностями pi, где 1, 2, . . . , ,i n=  C – состояние иг-
рока до начала игры. Тогда математическое ожи-
дание полезности примет вид: 

( ) ( )
1

ln ln
=

+ = ⋅ +∑
n

ii
i

x C Cp x , 

где x  – оценка выигрыша. Впоследствии фран-
цузский математик Пьер Симон Лаплас назвал 
эту оценку моральным ожиданием. Из последне-
го равенства следует 
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Естественно напрашивается обобщение на 

случай, когда элементарное приращение состоя-
ния дает увеличение полезности состояния на 
величину, пропорциональную этому прираще-
нию и обратно пропорциональную некоторой 

степени состояния q, где [ )0;1q ∈  – веществен-
ная константа. Тогда мы придем к классу функ-
ций полезности денег вида ( ) sf C C= . Такие 
примеры функций полезности приведены, на-
пример, у В. И. Малыхина [3; 194–205]. Мо-
ральное ожидание порядка ( ]0;1∈s  можно оп-
ределить следующим образом: 

Определение 1: Моральным ожиданием по-
рядка s случайной величины x при состоянии C 
будем называть величину 

 

( ) ( )
1

(s)
r ,

ssx x Cp xM ii
i

C C
⎛ ⎞

= = ⋅ −+⎜ ⎟∑⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (4)

 
Математическое ожидание, как обычно, бу-

дем обозначать х  или ( )M x . Заметим, что мо-
ральное ожидание в смысле (3) является част-
ным случаем морального ожидания в смысле (4), 
так как 

( )(s)
r

0
, ( )lim ip

i
s i

x C CCxM
→

= −+∏ . 

То есть определение (4) можно распростра-
нить на случай 0s = . Все рассмотренные сте-
пенные функции полезности, как и логарифми-
ческая, удовлетворяют условиям (1). Для таких 
функций математическое ожидание полезности 
жребия всегда меньше, чем полезность гаранти-
рованной суммы ( )M x . Таким образом, жребий 
выгодно продать за сумму, меньшую его матема-
тического ожидания. Любая «честная» игра ста-
новится невыгодной, если под таковой понимать 
игру, в которой математическое ожидание выиг-
рыша равно плате за участие в игре. Однако лю-
ди не только играют в «честные» азартные игры, 
но и покупают лотерейные билеты, когда стои-
мость билета выше математического ожидания 
выигрыша! Последнее явилось поводом усом-
ниться в правомерности допущения о том, что 
кривая полезности денег всегда выпукла вверх. 
Утверждения о неправильной оценке игроком 
своих шансов на выигрыш звучат малоубеди-
тельно. Тем более, что лотерейные билеты часто 
приобретают вполне рассудительные и осторож-
ные люди. Один и тот же человек может страхо-
вать себя, свой дом и машину от всех возмож-
ных неприятных случайностей, то есть платить 
деньги за избавление от рисков, но одновремен-
но покупать лотерейные билеты.  

Предположение Фридмена о наличии на 
кривой полезности выпуклых вниз участков по-
зволяет адекватно описать поведение игрока, 
который платит за жребий сумму, большую его 
математического ожидания. Насколько разумно 
его поведение? Представим себе человека, не 
имеющего собственной квартиры и вынужден-
ного снимать жилье. С ростом состояния этого 
человека будет расти и полезность состояния. 
Рост полезности, возможно, до некоторых пор 
будет выражаться в том, что человек начнет 
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лучше питаться и одеваться, увеличит расходы 
на организацию досуга. Допустим, его текущие 
доходы, накопления растут со временем. Однако 
он пока остается человеком без собственного 
жилья и ему, естественно, хочется поскорее из-
менить этот статус. Наверное, рано или поздно 
он станет собственником квартиры, но человече-
ская жизнь не настолько длинна, чтобы долго 
ждать. И вот, с некоторого момента, когда он 
вплотную приблизится к заветной цели, каждый 
следующий рубль будет для него все более зна-
чимым. Кривая полезности становится выпук-
лой вниз! Наконец, наибольшую полезность 
принесет тот рубль, после которого он сможет 
купить квартиру. Именно с этого момента его 
благосостояние изменится принципиально. Он 
сможет пользоваться благом, доселе для него 
недоступным. Таким образом, в процессе роста 
состояния индивида наблюдаются как периоды 
плавного роста полезности, соответствующие 
выпуклой вверх функции полезности денег, так 
и периоды быстрого роста, когда функция по-
лезности выпукла вниз и происходит изменение 
статуса индивида. Изменение статуса происхо-
дит относительно быстро, поскольку нельзя, на-
пример, плавно из человека, не имеющего авто-
мобиля, сделаться человеком, имеющим автомо-
биль. Нельзя постепенно стать собственником 
особняка или яхты. Следовательно, разумно за-
платить небольшую сумму за участие в игре, 
если в результате индивид получит возможность 
повысить свой статус до уровня, до которого 
«своим ходом» он, может быть, не поднимется за 
всю жизнь. 

 

 
График функции Фридмена 

Пусть в данный момент состояние индивида 
соответствует точке A на рисунке. Тогда он со-
гласится заплатить некоторую сумму за то, что-
бы застраховать себя от маловероятной возмож-
ности оказаться в точке B, где его благосостоя-
ние окажется явно ниже. С другой стороны, он 
может также заплатить некоторую сумму за уча-
стие в игре, если в результате он получит воз-
можность с небольшой вероятностью оказаться 
в точке C. Таким образом, человек может стра-
ховать себя от всевозможных рисков заметного 

снижения своего статуса и одновременно участ-
вовать в лотереях. Он может продать один жре-
бий за сумму, меньшую его математического 
ожидания, и одновременно купить другой жре-
бий за сумму, большую его математического 
ожидания. При этом в обоих случаях он посту-
пит разумно, если расходы на страхование от 
риска и на участие в игре не приведут к замет-
ному снижению полезности, то есть если инди-
вид не окажется значительно ниже точки A на 
кривой полезности. Заметим, что неразумно бы-
ло бы платить за страховку от риска оказаться в 
точке B1. Неразумно платить за игру, когда мало-
вероятный выигрыш передвинет игрока по кри-
вой полезности всего лишь в точку C1. Наконец, 
если бы вероятность оказаться в точке B была 
большой, никто не согласился бы страховать 
риск индивидуума за приемлемую для него де-
нежную сумму. И соответственно, если бы в иг-
ре вероятность попасть в точку C была большой, 
лотерейный билет должен был бы стоить огром-
ные деньги.  

Таким образом, разумное поведение индиви-
да допускает умеренную плату за страхование 
риска маловероятных больших потерь и за игру 
с маловероятным большим выигрышем.  

Выпуклые вниз участки кривой полезности 
можно также описать функциями ( ) sf C C= , где 

( )1;s ∈ +∞ . Соответственно можно распростра-
нить определение морального ожидания (4) на 
случай [ )0;s ∈ +∞ . В дальнейшем в таких случа-
ях мы будем говорить, что моральное ожидание 
порождено соответствующей функцией полезно-
сти или что функция является определяющей для 
морального ожидания.  

В работе Бернулли [1] для логарифмической 
функции полезности отмечено, что моральное 
ожидание меньше математического и в пределе 
при стремлении состояния к бесконечности 
стремится к математическому. Однако мы не 
встретили работ, в которых исследовались бы 
другие важные свойства морального ожидания. 
Поэтому мы выделили наиболее важные с нашей 
точки зрения свойства. 

2. СВОЙСТВА МОРАЛЬНОГО ОЖИДАНИЯ 
ПОРЯДКА [ )0;s ∈ +∞  

I. Моральное ожидание строго монотонно 
возрастает с ростом его порядка: 

( ) ( ) ( ) ( )s r
r r, ,x xM MC C< , если 0 s r≤ < .  

Доказательство: Если 0z >  и функция q(z) 
выпукла вниз, то выполняется неравенство Иенсе-
на [2; 93–94]: ( )( ) ( )( )q M z M q z≤ . Возьмем в 
качестве q(z) выпуклую вниз функцию tz , где 

1>t . Тогда неравенство Иенсена примет вид 
( ) ( )t tM z M z⎡ ⎤⎡ ⎤ ≤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ . Равенство достигается в слу-

чае, когда случайная величина перестает быть та-
ковой и принимает только одно значение. Такой 
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случай мы исключим. Введем замену переменных 

sz x=  и rt
s

= . Как отмечено выше, s r<  и усло-
вие 1>t  выполняется. Значит, 

( )
r r
ss s

sMx xM ⋅⎛ ⎞⎡ ⎤ < ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠
 или ( ) ( )r

1 1
s rxsM Mx⎡ ⎤ ⎡ ⎤< ⎣ ⎦⎣ ⎦ . 

Заменив x на x + C и отняв C от левой и 
правой частей полученного неравенства, полу-
чим ( ) ( )(s) (r)

r r, , ,x xM MC C<  что и требовалось 
доказать. 

II. Моральное ожидание строго монотонно 
возрастает с ростом величины состояния C при 

[ )0;1s ∈  и строго монотонно убывает при 
( )1;s ∈ +∞ . При 1s =  ( ) ( )s

r ,xM C  не зависит от C 
и равно математическому ожиданию. Таким об-
разом, если 1 2C C< , то  

( ) ( )(s) (s)
r r1 2, ,x xC CM M<  при ( )0;1s ∈ , 

( ) ( )(s) (s)
r r1 2, , ( )x x M xC CM M= =  при 1s = , 

( ) ( )(s) (s)
r r1 2, ,x xC CM M>  при ( )1;s ∈ +∞ . 

Доказательство: пусть ( )0;1s ∈ .  

( ) ( )
1

(s)
r ,M

sd d sx C M Cx C
dC dC

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟= − =+⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠
⎝ ⎠

 

( ) ( )
1

1 1
s

s ssM x M x CC
−

−⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + ⋅ + −⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎝ ⎠
. 

Таким образом, ( )(s)
r , 0M

d x C
dC

>  тогда и только 

тогда, когда 

( )

1
1 111 1

s
s

s
sM Mx

x C
C

−⎛ ⎞−⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎢ ⎥⋅ >+ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎢ ⎥+⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠

. 

Среднее взвешенное арифметическое любой 
положительной величины всегда больше или 
равно среднему взвешенного гармонического. 
Причем равенство достигается только тогда, ко-
гда все значения величины совпадают. Послед-
ний случай мы можем сразу исключить как не 
представляющий интереса.  

Тогда 
1

1( )M z M
z

−
⎛ ⎞⎛ ⎞> ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 или 1( ) 1M z M

z
⎛ ⎞⋅ >⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Воспользуемся доказанным в предыдущем пункте 

неравенством ( ) ( )
1 1
s rrzsM Mz⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, если s r< .  

При 1s s< −   

( )

1
1 1

1 1 s
s

x C
x C

ssM M
−⎛ ⎞−⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎢ ⎥+ ⋅ >⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎣ ⎦ +⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠
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1
1

1
s

s s
sx C

x C
MM
⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤> ⋅ >+ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎣ ⎦ +⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠
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В случае, когда 1s s> − , 

( )

1
1 1

1 1 s
s

x C
x C

ssM M
−⎛ ⎞−⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎢ ⎥⋅ >+⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎣ ⎦ +⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠

( )

1
1 1

1
111 1

s
s

x C
x C

ssM M
−

−
⎛ ⎞−⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞−⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎢ ⎥> ⋅ >+⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎣ ⎦ +⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠

. 

Таким образом, для случая [ )0;1s ∈  свойство 
доказано. Для случая ( )1;s ∈ +∞  доказательство 
аналогично. 

III. Предел морального ожидания при со-
стоянии C, стремящемся к бесконечности, равен 
математическому ожиданию: 

( ) ( )(s)
r ,lim

C
x C M xM

→∞
= . 

Доказательство:  

( ) ( )
1

(s)
r ,lim lim

s

C C

sx C C Cp xM ii
i→∞ →∞

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟= ⋅ + − =⎜ ⎟∑⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

1lim

ss
x iC C

C
C

pii
+

→∞
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⋅ − =∑⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
1

1
1 ,lim

s
s xiC CpiC
C Ci

⋅
+ +

→∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⋅ −∑
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
 

где, как обычно, ( )α  – произвольная бесконеч-
но малая величина более высокого порядка, чем 

α : ( )
0

lim 0
α

α
α→

= . 

( )
1

(s)
r

1
1, limlim

s

C

s
C Cp xiiCC Ci

x CM
→∞

⋅ ⋅
→∞

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟= ⋅ + + − =∑ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

( )1 1
1lim ii ii i

C C
C

M xiC C
xpp x→∞

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ ⋅ + − = =∑⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

⋅∑ , 

что и требовалось доказать. 
IV. При значении порядка [ )0;1s ∈  мораль-

ное ожидание строго меньше математического: 
( ) ( )( ) ,s

r x C M xM < , при 1s =  – равно математиче-
скому: ( ) ( )( ) ,s

r x C M xM = , а при ( )1;s ∈ +∞  мо-
ральное ожидание строго больше математиче-
ского: ( ) ( )( ) ,s

r x C M xM < . 
Доказательство: согласно доказанному выше, 

при [ )0;1s ∈  моральное ожидание строго моно-
тонно возрастает с ростом состояния C, и его 
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предел при стремлении C к бесконечности равен 
математическому ожиданию. Значит, при любом 
конечном значении состояния C должно выпол-
няться неравенство ( ) ( )( ) ,s

r x C M xM < . Для слу-
чая ( )1;s ∈ +∞  доказательство аналогично. 

V. Моральное ожидание суммы случайной 
величины и константы  

( ) ( )( ) ( ), ,s s
r rx a C x C a aM M+ = + + , 

где a – произвольная вещественная константа. 
Доказательство: 

( ) ( )
1/

(s)
r ,

s

sx a C Ca Cp xM ii
i

⎛ ⎞
+ = ⋅ − =+ +⎜ ⎟∑⎜ ⎟

⎝ ⎠

( )( ) ( ) ( )
1/

(s)
r ,

s
sC a C a a x C a ap x Mii

i

⎛ ⎞
= ⋅ + + − + + = + +⎜ ⎟∑⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

что и требовалось доказать. 
VI. Моральное ожидание произведения слу-

чайной величины на константу 

( ) ( )( ) , ,ss
r r

Ca x C xa MM a
⎛ ⎞⋅ = ⋅ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

где a – произвольная положительная веществен-
ная константа. 

Доказательство: 

( ) ( )
1/

(s)
r ,

s

sa x C a C Cp xM ii
i

⎛ ⎞
⋅ = ⋅ ⋅ + − =⎜ ⎟∑⎜ ⎟

⎝ ⎠
1 / 1 /s ss sC C Ca C ap px xi ii ia a ai i

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⋅ ⋅ + − = ⋅ ⋅ + − =∑ ∑⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

( ) ,s
r

Cxa M
a

⎛ ⎞
= ⋅ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

 что и требовалось доказать. 
VII. Замена одной «большой» игры на мно-

жество «маленьких»:  
( )lim , ( )s
r

k

xk C M xM k→∞

⎛ ⎞⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

где k – натуральное число. 
 
Это свойство является следствием свойств III 

и VI и означает, что при замене одной игры на 
k игр, в которых все выигрыши в k раз меньше, 
и при устремлении k к бесконечности оценка вы-
игрышей в k играх будет стремиться к математи-
ческому ожиданию. Поскольку из непрерывности 
и монотонного возрастания функций полезности 
рассмотренного класса по теореме Лебега [5; 15–
16] следует их дифференцируемость (почти всю-
ду), мы можем свойство VII вывести и непосред-
ственно из дифференцируемости функции полез-
ности. Однако свойство следует зафиксировать, 
поскольку в дальнейшем оно может оказаться 
полезным при обобщении теории. 

Доказательство: в равенстве пункта VI заме-

ним величину a на 1
k

.  

Тогда 

( )( ) ( )1, ,s s
r r

x C x k CM Mk k
⎛ ⎞ = ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и 

( )( ) ( ), ,s s
rr

x C x k Ck M Mk
⎛ ⎞ = ⋅⋅ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

При k → ∞ получим:  

( )( ) ( )lim , lim , ( )s s
r r

k k

xk C x k C M xM Mk→∞ →∞

⎛ ⎞⋅ = ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Последнее следует из свойства III, так как 
k C⋅ → ∞ . 

VIII. Моральное ожидание функции двух 
случайных величин 

( )( ) ( ) ( )( , ), ( , ) , ,s s s
r r rf x y C f x y C CM M M x

⎡ ⎤⎛ ⎞
= ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

, 

где ( ) ( , ) ,s
r f x y CM x
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – условное моральное ожи-

дание f(x,y) при фиксированном значении x.  
Доказательство: пусть выигрыш является 

функцией f(x,y) двух случайных величин x и y и 
известны вероятности 

,i jp  появления всех пар 

( ),
i jyx , где 1,2,...,i n= , а 1,2,...,j m= , а n и m – 

натуральные числа. Обозначим 
ip  – вероятность 

появления значения 
ix  и 

j ip  – вероятность по-

явления 
jy , при условии, что в паре присутству-

ет 
ix . Тогда 

,i j i j ip p p= ⋅ . 

( )

1

( ) ( ( , ) )( , ), ,

s
s

r
sf Cyxf x y C Cp iM ji j

i j

⎡ ⎤
+⎢ ⎥= ⋅ − =∑∑

⎢ ⎥⎣ ⎦
1

( ( , ) )
s

sf Cyx Cp p i ji j i
i j

⎡ ⎤
+⎢ ⎥= ⋅ ⋅ − =∑ ∑

⎢ ⎥⎣ ⎦
1

1

( ( , ) )

ss

ssf Cyx C C Cp p i ji j i
i j

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟⎡ ⎤⎢ ⎥⎜ ⎟+⎢ ⎥= ⋅ ⋅ − + − =∑ ∑⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
1

( ) ( , ) ,
ss

s f x y C C Cp M ri xi

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞⎢ ⎥= ⋅ + − =⎜ ⎟∑ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

( ) ( ) ( , ) , ,s s
r r f x y C CM M x
⎡ ⎤⎛ ⎞

= ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
. 

Следовательно, моральное ожидание функ-
ции двух случайных величин равно моральному 
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ожиданию условного морального ожидания при 
фиксации одной из величин. 

Моральное ожидание легко обобщить на 
случай случайной величины x, распределенной 
на некотором интервале [ ];a b . Пусть ( )xϕ  – 
плотность распределения. Тогда  

( ) ( )
1

(s)
r , ( )

sb sx x x x C dx CM
a

C ϕ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⋅ + −∫⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Изложенные в этом разделе свойства мо-
рального ожидания, очевидно, выполняются и в 
случае непрерывно распределенной случайной 
величины.  

3. ОБОБЩЕННОЕ МОРАЛЬНОЕ ОЖИДАНИЕ. 
МАКЕТЫ МОРАЛЬНОГО ОЖИДАНИЯ 
И ДОПУСТИМЫЕ ФУНКЦИИ ПОЛЕЗНОСТИ ДЕНЕГ 

Прежде всего зададимся вопросом: какой 
минимальный набор свойств морального ожида-
ния должен выполняться для любой оценки 
жребия такого рода? Свойства I, II и IV имеют 
смысл только для степенных определяющих 
функций. Свойства V и VIII сохраняются при 
любой определяющей функции. Таким образом, 
остаются свойства III и VI. Седьмое свойство 
является их следствием. Теперь дадим новое оп-
ределение морального ожидания. 

Определение 2: Будем считать ( )f C  допус-
тимой функцией полезности денег, если она не-
прерывна, строго монотонно возрастает и вели-
чина 

 
( ) ( ) ( )1f
r

1
,

n

ii
i

x f C Cf p xM C −

=

⎡ ⎤= ⋅ + −∑⎢ ⎥⎣ ⎦
 (5)

 
удовлетворяет условиям: 

• ( ) ( )(f)
r ,lim

C
x C M xM

→∞
= . 

• ( ) ( )( ) , ,ff
r r

Ca x C xa MM a
⎛ ⎞⋅ = ⋅ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

где a – произвольная положительная веществен-
ная константа.  

Если приведенные выше условия выполне-
ны, будем называть величину ( ) ( )f

r ,xM C  мораль-
ным ожиданием, порожденным функцией ( )f C , 
а функцию ( )f C  – определяющей функцией для 
морального ожидания ( ) ( )f

r ,xM C . 
Вспомним, что из последнего свойства следует 

( )lim , ( )s
r

k

xk C M xM k→∞

⎛ ⎞⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Следовательно, такое определение отражает си-
туации, которые мы наблюдаем в повседневной 
жизни: когда жребий при большом состоянии 
или выигрыш в множестве незначительных по 
отдельности игр оценивают по математическому 
ожиданию. Фиксация в определении 2 таких 
свойств морального ожидания имеет принципи-

альное значение. В соответствии с определением 
2 не любая удовлетворяющая условиям (1) 
функция может быть классической функцией 
полезности и не любая возрастающая функция 
может оказаться функцией Фридмена.  

Заметим, что если ( )f C  – функция полезно-
сти, то функция ( )*k f C a+ , где 0k ≠  и a – 
произвольные вещественные константы, будет 
функцией полезности, порождающей то же мо-
ральное ожидание, что и функция ( )f C . Иначе 
говоря, достаточно задать функцию полезности 
с точностью до параллельного переноса и гомо-
тетии (то есть растяжения) вдоль оси OZ.  

Положим, 11( )f x z=  и 22( )f x z= , где 
2 1 0x x> >  и 2 1 0z z> > . Тогда моральному ожи-

данию любого порядка [ )0;s ∈ +∞  соответствует 
единственная определяющая функция, график 
которой проходит через точки с координатами 
( )11,x z  и ( )22,x z . При С = 0, [ ]0;1ρ ∈  и двух 
заданных выше значениях случайной величины 
x равенство (5) примет вид  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1f
r 1 2,0 1x f ff x xM ρ ρ− ⎡ ⎤= − ⋅ + ⋅⎣ ⎦ . 

Определение 3: Макетом морального ожида-
ния, порожденного функцией полезности ( )f C , 
будем называть функцию 

 
( ) ( ) 1 2

1
1f z zϕ ρ ρ ρ

−
⎡ ⎤= − ⋅ + ⋅⎣ ⎦ . (6)

 
Поскольку функция полезности строго моно-

тонно возрастает, функция ( )ϕ ρ  также должна 
строго монотонно возрастать с ростом ρ. При 
этом ( ) 10 xϕ = , а ( ) 21 xϕ = . По макету мораль-
ного ожидания легко восстановить исходную 
функцию полезности. Действительно,  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 21 21 1f f fx x z zϕ ρ ρ ρ ρ ρ= − ⋅ + ⋅ = − ⋅ + ⋅ , 

и функцию ( )z f C=  можно задать в параметри-
ческой форме: 

( )
( ) 1 21

C
z z z

ϕ ρ
ρ ρ

⎧ =⎪
⎨ = − ⋅ + ⋅⎪⎩

,  

 
где можно считать [ )0;ρ ∈ +∞ . (7)

Обозначим макет морального ожидания по-
рядка s, как 

( ) ( )
1/

( ) 1 1 2
s

s s sx xρ ρ ρϕ
⋅

⎡ ⎤= − ⋅ + ⋅⎣ ⎦
. 

Теперь дополним множество макетов поряд-
ка s всеми возможными их средними.  

Например, величина 
 

( ) ( )( ) ( )( )
1
22 2

0,2 0,8s rϕ ρ ρ ρϕ ϕ
−− −⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅ + ⋅⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

, 
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где [ ), 0;s r ∈ +∞  и s r< , при любом ρ будет 
принадлежать интервалу ( ) ( ) ( ) ( )( ),s rρ ρϕ ϕ . На 
плоскости через каждую точку открытого пря-
моугольника, ограниченного линиями ρ = 0, ρ = 
1, x = x1 и x = x2, проходит график единственной 
функции семейства ( )( )sC ρϕ= . Графики полу-
ченных из макетов порядка s и r средних распо-
ложены в полосе между графиками ( )( )sC ρϕ=  
и ( )( )rC ρϕ= , но могут пересекать графики 
функций исходного семейства. Функции ( )ϕ ρ  
можно создавать и как средние более сложного 
вида. Например, 

( ) ( ) ( )( )
1/ rr

ss dsϕ ρ ψ ρϕ
⎡ ⎤+∞ ⎡ ⎤⎢ ⎥= ⋅ ⋅∫ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦−∞⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

где ( ) 0sψ ≥ , ( ) 1s dsψ
+∞

−∞

⋅ =∫  и ( );r ∈ −∞ +∞ .  

Наконец, средние макеты, полученные из сред-
них, а также путем всевозможных предельных 
переходов по последовательностям средних, 
также будут макетами. Таким образом, отталки-
ваясь от макетов порядка s, мы можем получить 
довольно широкий класс макетов. 

Любой средней моральных ожиданий слу-
чайной величины однозначно соответствует 
такая же средняя величина макета. Средняя 
величина любого порядка ( );r ∈ −∞ +∞  мо-
ральных ожиданий сохраняет свойства мо-
рального ожидания и таким образом также  
является моральным ожиданием. Определяю-
щую функцию полезности для такого мораль-
ного ожидания можно восстановить по макету. 
Эта функция может иметь как участки выпук-
лости вверх, так и участки выпуклости вниз. 
Однако исследование участков выпуклости 
построенных таким образом функций выходит 
за рамки данной статьи. 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

1) Условий (1) недостаточно для коррект-
ного определения классической функции по-
лезности, и не любая функция, удовлетворяю-
щая первому из условий (1), может быть 
функцией Фридмена. 

2) Функция полезности должна порождать 
моральное ожидание, удовлетворяющее свойст-
вам, зафиксированным в определении 2.  

3) Мы можем, отталкиваясь от исходного 
класса показательных функций, конструировать 
новые функции полезности с различными участ-
ками выпуклости. 
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