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ПРОФИЛИ СКОРОСТЕЙ И ТЕПЛООБМЕН ПРИ ТУРБУЛЕНТНОМ ТЕЧЕНИИ 
НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ В ГЛАДКОЙ КРУГЛОЙ ТРУБЕ НЕМАЛОГО ДИАМЕТРА 

Модель вихревой анизотропной турбулентности используется для определения полей скоростей и температур 
при установившемся турбулентном течении несжимаемой жидкости в прямой круглой трубе. Область течения 
разбивается на пристеночный слой и ядро течения. В пристеночном слое турбулентное течение рассматривается 
как течение ориентируемой жидкости, локальная анизотропия которой задается так называемым директором 
(вектором-ориентиром вихревого типа). Турбулентные вязкость и теплопроводность в ядре течения считаются 
постоянными. Задача о теплообмене при постоянной температуре стенки решается методом Галеркина. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Существует тесная связь между турбулентностью 
вязкой жидкости и находящимися в ней вихрями. 
Переход жидкости из ламинарного режима тече-
ния в турбулентный у твердой стенки сопровожда-
ется образованием когерентных вихревых струк-
тур, называемых Λ-вихрями, или подковообраз-
ными вихрями [4], [16], которые в развитом турбу-
лентном течении вблизи твердой стенки образуют 
устойчивую, плотно упакованную систему [16].  

Наблюдаемая в экспериментах связь между 
турбулентностью и вихревыми структурами сти-
мулировала создание моделей турбулентности, 
которые тем или иным способом учитывают эту 
связь. Эти модели называют моделями вихревой 
турбулентности [1], [8], [17]. Одной из таких мо-
делей является рассматриваемая здесь наша мо-
дель [1], [2], предназначенная для описания тур-
булентных течений в слое, непосредственно при-
легающем к твердой поверхности (стенке). В ней 

пристеночные структуры рассматриваются как 
носители локальной вихревой анизотропии, оп-
ределяющей как турбулентную вязкость, так и 
турбулентную теплопроводность среды. В связи с 
этим данная модель называется моделью анизо-
тропной вихревой турбулентности. 

В настоящей работе модель пристеночной 
анизотропной турбулентности [1], [2] использует-
ся для решения двух задач – об определении поля 
скоростей и поля температур при установившем-
ся турбулентном течении несжимаемой жидкости 
в круглой трубе. Пристеночный слой вихревой 
турбулентности имеет довольно небольшую тол-
щину, порядка нескольких сантиметров [13], [16], 
поэтому во всем потоке модель можно применять 
только в тех случаях, когда толщина пристеноч-
ного слоя достигает оси трубы или близка к ней. 
В трубах больших диаметров поток необходимо 
делить на две части – пристеночный слой и ядро 
течения, подобно тому, как это делается в [5], 
[10]. Если пренебречь влиянием теплообмена на 
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течение жидкости, то задачи об определении по-
лей скорости и температуры можно решать раз-
дельно [9], [10], что и будет сделано ниже. 

Уравнения модели анизотропной турбулент-
ности. В модели [1], [2] пристеночное турбулент-
ное течение вязкой жидкости рассматривается как 
движение анизотропной среды, анизотропию ко-
торой создает система Λ-вихрей. Λ-вихрь имеет 
вершину как наиболее удаленную от стенки точку 
вихря и две ветви, убегающие вниз по потоку. При 
удалении от вершины ветви приближаются к стен-
ке, в пределе располагаясь вдоль нее. По наблюде-
ниям [13], [16], угол наклона вихря к направлению 
течения у вершины в среднем равен 40–45°. Со-
гласно [16], вихри создают статистически равное, 
противоположное вращение, так что среднее зна-
чение продольной завихренности равно нулю. 
В этой ситуации одной из характеристик структу-
ры в точке, влияющих на течение жидкости, явля-
ется среднее направление вихревых линий, харак-
теризуемое вектором n, который, вообще говоря, 
может быть как единичным, так и произвольной 
длины, в зависимости от того, учитывается или не 
учитывается плотность вихревых линий. Вектор n 
называется директором. 

Все локальные величины, характеризующие 
состояние и движение среды, в модели [1], [2] по 
определению считаются осредненными по объему. 
Кинематическими параметрами среды в точке яв-
ляются скорость u и директор n единичной длины. 
При таком определении турбулизованная жид-
кость может рассматриваться как ориентируемая 
жидкость, модель которой, нацеленная первона-
чально на описание динамики жидких кристаллов, 
построена в [11], [15]. Уравнение неразрывности и 
уравнения движения несжимаемой ориентируемой 
жидкости в декартовых координатах xi имеют вид  
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где ρ – плотность жидкости, ui – скорость, pij – 
напряжения, fi – плотность массовой силы. Урав-
нение (3) является характерным уравнением дви-
жения ориентируемой жидкости [11], [15]. Вели-
чины βij, gi, Gi называются соответственно обоб-
щенными напряжениями, обобщенной внутрен-
ней и обобщенной внешней массовой силой. Па-
раметр J характеризует осредненную инерцион-
ность структуры при повороте элементов вихре-
вых нитей. Здесь и ниже по повторяющимся ин-
дексам предполагается суммирование от 1 до 3.  

Определяющие уравнения учитывают спе-
цифику среды. Для турбулизованной жидкости 
вблизи стенки они имеют вид [1], [2] 
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где р – давление; μ0, μ1, K – коэффициенты моде-
ли; δij – символ Кронекера; χ и κi – произвольные 
скалярная и векторная функции соответственно. 
Поскольку свойства жидкости вблизи твердой 
стенки определяются пристеночной вихревой 
структурой потока, коэффициенты μ0, μ1, K могут 
зависеть от параметров, глобально характери-
зующих течение, например от числа Рейнольдса.  

Для исследования изотермических течений 
уравнений (1)–(8) достаточно. Однако при ре-
шении задачи о теплообмене их необходимо до-
полнить уравнением притока тепла [15]: 
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где U – внутренняя энергия, отнесенная к еди-
нице массы, Q – интенсивность источника тепла, 
qi – плотность потока тепла. Кинематические 
параметры Ni, Nij определяются формулами:  
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Профиль скоростей. Пусть в бесконечной 

прямой круглой трубе радиуса R в режиме уста-
новившегося турбулентного течения движется 
вязкая несжимаемая жидкость. Введем цилинд-
рическую систему координат r, φ, x с осью x по 
оси трубы в направлении течения. Область тече-
ния зададим как объединение ядра течения 0 ≤ r 
< r0 и пристеночной области r0 ≤ r ≤ R. Найдем 
вначале профиль скоростей в пристеночной об-
ласти. Предположим, что коэффициенты μ0, μ1, K 
и инерционный параметр J при заданных усло-
виях течения постоянны. Пренебрегая внешни-
ми массовыми силами fi и Gi, скорость ui и ди-
ректор ni будем искать в виде 
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где θ – угол между директором ni и осью х. 

Подстановка выражений (12) в уравнения 
(1)–(8) с учетом сделанных предположений при-
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водит к необходимым для решения задачи урав-
нениям. Уравнение неразрывности (1) удовле-
творяется тождественно. Пользуясь произволом 
χ и κi в формулах (7) и (8), положим их равными 
нулю. В результате из уравнений (3) получим 
одно уравнение для θ (r) в виде [1], [2]  

 
2 2sin cos (2 3cos ) 0θθ θ θ θ θ
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Здесь и далее штрихами обозначены произ-

водные по координате r. 
Уравнения (2), (4)–(6), совместно с (12) по-

сле небольших преобразований дают уравнение 
для профиля скоростей u(r) [1], [2] 
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где τw – модуль касательного напряжения на 
стенке трубы. 

Для трубы с гладкими стенками граничные 
условия прилегания вихревых линий к стенке 
и прилипания жидкости к ней имеют вид 
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Первое интегрирование уравнения (13) дает 
 

2r sin cos bRθ θθ′ = − , (16)
 

где (–b) – постоянная интегрирования, которую 
на данном этапе исследований приходится опре-
делять экспериментально; перед b взят знак ми-
нус, чтобы b > 0. При сравнении решений ряда 
задач с опытными данными для воздуха выясни-
лось, что b = 4,83 м−1 [3]. 

Интегрируя уравнение (16) с первым гра-
ничным условием (15), имеем 
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Вблизи стенки трубы функцию lnξ заменим 

первым членом ее разложения в ряд Тейлора – 
функцией (ξ – 1), тогда получим  

 
[ ]1 3cos 1 3bR(1 )θ ξ= − − . (18)

 
Подстановка формулы (18) в уравнение (14) 

и интегрирование его затем со вторым гранич-
ным условием (15) дают искомый профиль ско-
ростей в пристеночном слое:  
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где u∗  – динамическая скорость. 

При определении профиля скоростей в ядре 
течения, как и в [5], [10], воспользуемся предпо-
ложением о постоянстве турбулентной вязкости 
в ядре при фиксированных числе Рейнольдса и 
радиусе трубы. Условием сращивания профилей 
является равенство турбулентных вязкостей на 
границе областей r = r0. Как видно из уравнения 
(14), динамическая турбулентная вязкость в при-
стеночном слое задается формулой 
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На рис. 1 даны графики зависимости безраз-

мерной кинематической турбулентной вязкости 
/( )TN u Rμ ρ ∗=  от безразмерного расстояния от 

стенки η = (1 − ξ) при течении воздуха (плотность 
ρ = 1,205 кг/м3, кинематическая вязкость ν = 
1,50·10−5 м2/с) в трубе диаметром d = 247 мм и 
числом Рейнольдса Re = 40260 (Re = wd/ν, где w – 
средняя скорость). Кривая 1 – расчет по формулам 
(20) и (17) при b = 4,83 м−1, μ0 = 1,85 ·10 –6 Па · с, 
μ1 = 0,047·u ∗  Па·с, [3]; кривая 2 – аппроксимация 
[19] опытных данных Лауфера [14]; кривая 3 – 
график эмпирической формулы Рейхардта [18] 

 
2 2N 0.0666 1 (1 ) 1 2(1 )η η= − − + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ . (21)

 

 
Рис. 1 

В пристеночной области графики аналогич-
ны: все кривые монотонно растут, достигая в 
близких точках близких максимальных значе-
ний. За точкой экстремума кривая 1 резко падает, 
тогда как кривые 2 и 3 показывают слабое паде-
ние за точками экстремума при приближении к 
оси потока. Существование точки экстремума на 
графиках N(η), особенно явное на кривой 1, дает 
основания определить границу между присте-
ночным слоем и ядром течения как поверхность 
r = r0 (на рис. 1 точка η0 = (R − r0)/R ), на которой 



94 В. А. Бабкин 
 
турбулентная вязкость (20) достигает макси-
мального значения. Очевидно, в этой точке угол 
θ = 45°, что вполне согласуется с максимальны-
ми наблюдаемыми значениями углов наклона 
пристеночных вихрей [13], [16].  

По условию сращивания скоростей на гра-
нице областей постоянную турбулентную вяз-
кость в ядре μT0 определим как μT0 = μT (η0), где 
μT – функция, определяемая формулами (20) и 
(17). На рис. 1 принятой по всему сечению тру-
бы вязкости соответствует кривая 4. Макси-
мальное значение μT0 и точка максимума η0 
имеют значения:  
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Если угол θ определен приближенной фор-

мулой (18), то  
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Графики зависимости N(η), очень близкие и 

качественно, и количественно к кривой 4, дру-
гими подходами получены в [5], [17]. 

При постоянной турбулентной вязкости про-
филь скоростей в ядре течения 00 ξ ξ≤ ≤  имеет вид 
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На рис. 2 для примера представлены профи-
ли скоростей при течении воздуха в трубе диа-
метра d = 247 мм при числе Рейнольдса Re = 
40260. Точками обозначены результаты экспе-
риментов Лауфера [14]. Расчетный профиль ско-
ростей (19), (24) (кривая 1) найден в условиях 
эксперимента и при тех же расчетных значениях 
для b, μ0 и μ1, которые использованы в расчетах 
для рис. 1. Кривая 2 – график эмпирической 
формулы [9] 
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при κ = 0,41 и Π = 0,2. Кривая 3 – график эмпи-
рической формулы [10] 
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Рис. 2 

Очевидно, за исключением очень узкой об-
ласти, прилегающей к стенке трубы, расчетный 
профиль близок как к опытным точкам, так 
и к графикам формул (25), (26).  

Из формулы (22) следует, что при уменьшении 
радиуса трубы R относительная толщина присте-
ночного слоя растет, достигая в пределе единицы 
при стремлении радиуса к нулю. В этом случае 
область, занимаемая ядром, сужается, так что, не 
делая большой ошибки, все течение в трубе можно 
считать анизотропно турбулентным, определяя 
профиль скоростей во всей области течения фор-
мулами (19). Трубы, в которых профиль скоростей 
(19) имеет место во всей области течения, естест-
венно назвать трубами малого диаметра. Для мак-
симального радиуса труб малого диаметра Rmax 
формула (22) дает значение Rmax = 0. Однако, если 
воспользоваться приближенной формулой (23), 
получим Rmax = (4 – √2)/(12b). Для течений воздуха 
Rmax ≈ 45 мм, причем при этом значения радиуса из 
формулы (22) следует η0 = 0,63. Использование 
модели во всей области течения в трубе малого 
диаметра хорошо согласуется с результатами экс-
периментов. На рис. 3 приведены расчетные про-
фили скоростей 1 и 4, полученные соответственно 
по формуле (19) по всему сечению и формулам 
(19), (24) двухслойной модели для течения воздуха 
в трубе диаметром d = 120 мм при числе Рей-
нольдса Re = 40000; на рисунке графики совпада-
ют. Кривые 2 и 3 соответственно являются графи-
ками эмпирических формул (25) и (26), получен-
ных при тех же значениях параметров.  

Этот факт, по-видимому, можно объяснить тем, 
что модель не учитывает наличие в структуре вих-
рей разной длины, так называемой «иерархии вих-
рей» [16], а ограничивается средним уровнем.  

 

 
Рис. 3 ) 
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Предложенная в работе [10] формула (26) 
также предполагает двухслойность турбулентного 
течения, что очевидно из самой формулы. Однако 
природа двухслойности осталась не до конца 
проясненной, поэтому и толщина пристеночного 
слоя η ≤ 0,15 воспринимается просто как резуль-
тат подгонки при обработке опытных данных.  

Теплообмен. Имея выражения (19) и (24) для 
турбулентного профиля скоростей в трубе, мож-
но приступать к решению задачи о теплообмене. 
Найдем установившееся распределение темпе-
ратуры в полубесконечной трубе х ≥ 0 с посто-
янной температурой стенки Tw. В принятой сис-
теме координат r, φ, x температуру T отыскиваем 
в виде ( , )T T r x= . Как и при определении про-
филя скоростей, задача о распределении темпе-
ратуры в пристеночном слое и ядре течения рас-
сматривается отдельно.  

В пристеночном слое движущаяся среда 
(турбулентная жидкость) имеет локальную сим-
метрию, задаваемую директором ni, поэтому с 
учетом зависимости T(r, x) закон Фурье записы-
вается в виде  

 
2

0 1 1( )λ λ λ∂ ∂
= − + −

∂ ∂
r r r x

T Tq n n n
r x

, 

(27)1ϕ ϕλ ∂ ∂⎛ ⎞= − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
r x

T Tq n n n
r x

, 

2
1 0 1( )λ λ λ∂ ∂

= − − +
∂ ∂

x x r x
T Tq n n n
r x

, 

 
где (qr, qφ, qx) – поток тепла, λ0 и λ1 – коэффици-
енты модели, характеризующие турбулентную 
теплопроводность среды. При фиксированном 
режиме течения коэффициенты λ0 и λ1 считаем 
постоянными.  

Если пренебречь теплопроводностью в на-
правлении течения, то коэффициент турбулент-
ной теплопроводности λT в пристеночном слое 
определяется формулой  

 
2 2

0 1 0 1 sinT rnλ λ λ λ λ θ= + = + . (28)
 
Пусть внутренние источники тепла отсутст-

вуют: Q = 0. Тогда, сделав обычные в подобных 
задачах предположения [6], из уравнения (10) с 
учетом формул (27) получим уравнение распро-
странения тепла 

 

( )
2

2
0 1 2

2
0 1

1

sin

sin sin 2

( ) ,

λ λ θ

λ λ θ λ θθ

ρ

∂
+ +

∂
+ ∂⎛ ⎞′+ + =⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠

∂
=

∂
p

T
r

T
r r

Tc u r
x

 (29)

где cp – удельная теплоемкость при постоянном 
давлении.  

В ядре течения коэффициент турбулентной 
теплопроводности λT0, как и турбулентную вяз-
кость, будем считать постоянным и равным тур-
булентной теплопроводности λT на границе об-
ластей ξ = ξ0:  

 
1

0 0
2
λλ λ= +T . (30)

 
Тогда уравнение распространения тепла в 

ядре течения имеет вид 
 

2

0 2

1 ( )λ ρ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
T p

T T Tc u r
r r r x

. (31)

 
Пусть T0 = const – температура во входном 

сечении x = 0. Введем безразмерные переменные 
 

w

0 w

T T r x, , X
T T R R

ξ−
Θ = = =

−
. (32)

 
Уравнения (29) и (31) можно рассматривать 

как одно уравнение во всей области течения, 
которое после подстановки в него соответствен-
но профилей скоростей (19) и (24) в безразмер-
ных переменных (32) имеет вид  
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1 22
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Уравнение (33) должно удовлетворять гра-

ничным условиям 
 

(0, )( ,0) 1 , (1, ) 0, 0ξ
ξ

∂Θ
Θ = Θ = =

∂
XX  (34)

 
и условиям сращивания решений на границе об-
ластей ξ = ξ0  
 

0 0( 0, ) ( 0, ),ξ ξΘ − = Θ +X X
0 0( 0, ) ( 0, )ξ ξ
ξ ξ

∂Θ − ∂Θ +
=

∂ ∂
X X . 

(35)

 
Равенства (35) выражают равенство температур 

и потоков тепла при переходе через границу ξ = ξ0. 
Функции Ψ1(ξ) и Ψ2(ξ) в уравнении (33) на 

границе ξ=ξ0, очевидно, разрывные. Однако 
вследствие первого условия (35) на границе сло-
ев решение Θ (ξ, Χ) должно быть непрерывно. 



96 В. А. Бабкин 
 
Как и в [3], решение уравнения (33) будем ис-
кать приближенно, методом Галеркина, в виде  

1
( , ) ( ) ( )ξ ϕ ξ

=
Θ = ∑

n

k k
k

X g X , (36)

взяв здесь в качестве базисных непрерывные 
функции φk (ξ), удовлетворяющие второму и 
третьему граничным условиям (34) и первому 
условию непрерывности (35):  
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(37)

где t(ξ) – функция, определенная третьей форму-
лой (19). Функции gk (X ), удовлетворяющие пер-
вому граничному условию (34), определяются 
стандартной процедурой метода Галеркина [7]. 

Формула (36) дает приближенное решение 
задачи. Местное число Нуссельта Nu = αd/λ 
можно вычислить затем по формуле [9], [10]  

0

1

2Nu ,
ξ

λ
λ ξ =

⎛ ⎞∂Θ
= − ⎜ ⎟Θ ∂⎝ ⎠

1

0

2(X) ( ,X)u( ) d
w

ξ ξ ξ ξΘ = Θ∫ , 
(38)

где α – коэффициент теплоотдачи, λ – коэффициент 
теплопроводности газа,Θ – средняя массовая темпе-
ратура по сечению и w – средняя скорость в трубе.  

Для сравнения с опытными данными реше-
ние (36) было реализовано при конкретных ус-
ловиях. Жидкость – воздух: ρ = 1,205 кг/м3, ν = 
1,5·10–5 м2/с, λ = 2,57·10–2 Вт/(м · К), сp = 1002 
Дж/(кг · К), число Прандтля Pr = 0,705. Коэффи-
циенты модели те же, что были найдены из 
сравнения с опытными данными для труб мало-
го диаметра [3]: 0 0,28R uλ ∗=  Вт/(м · К), λ1 = 
46,5 u∗  Вт/(м · К). Расчеты проведены при n = 25. 

 
Рис. 4 

В результате расчета получены значения пре-
дельного числа Нуссельта 200Nu Nu X∞ ==  при 
числах Рейнольдса вплоть до Re = 106 в трубах 
диаметров d = 100; 200; 300; 400 мм (точки на рис. 
4). Для сравнения на рисунке приведены также 
графики эмпирических формул: кривая 1 [9] 

 

( )2
3

Re Pr/ 8Nu ;
9001 12,7 Pr 1
Re 8

∞ =
+ + −

f
f

 
(39)

 
кривая 2 [10] 

 
0,87 0,6053,6Nu 7,6 0,0096Re Pr

lg Re
∞ = − + ; (40)

 
кривая 3 [12] 

 

2 3

Re Pr f 2
Nu

4, 24 ln(Re f 16) 25,0Pr 4, 24 ln Pr 20.2
∞ =

+ + −
,(41)

 
где ( ) 21,82lg(Re/8)f −= . 

Графики на рис. 4 позволяют отметить сле-
дующее. Во-первых, эмпирические формулы 
(39)–(41) не вполне эквивалентны друг другу. 
Если формулы (40) и (41) дают близкие значения 
практически во всем диапазоне чисел Рейнольд-
са, то формула (39) близка к ним примерно до 
Re = 53 10⋅ . Во-вторых, расчетные значения за-
висимости Nu∞(Re) зависят от диаметра трубы. 
Однако разность значений Nu∞ для труб диамет-
ра 100–400 мм при одном и том же числе Рей-
нольдса невелика (не более 6–7 % от среднего 
значения), так что в экспериментах такая раз-
ность может рассматриваться как ошибка экспе-
римента, а сами значения зависимости Nu∞(Re) 
как независящие от диаметра.  

ВЫВОДЫ 

Модель анизотропной турбулентности явля-
ется базой для рассматриваемой двухслойной мо-
дели турбулентного течения и теплообмена в тру-
бе. С использованием ее характерного параметра 
– директора – вводятся определяющие уравнения 
пристеночной турбулентности и теплопроводно-
сти, коэффициенты турбулентной вязкости и теп-
лопроводности в ядре течения, а также граница 
между пристеночной областью и ядром течения. 
При решении задач и последующем сравнении 
результатов решений с опытными данными были 
использованы устойчивые зависимости для ко-
эффициентов модели, которые были найдены ра-
нее при решении других задач и которые можно 
рассматривать как характерные для среды.  

 
В заключение автор выражает искреннюю 
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