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К ТЕОРИИ ОПЕРАТОРОВ 
В ЛОКАЛЬНО ВЫПУКЛЫХ ПРОСТРАНСТВАХ С КОНУСОМ

В статье доказаны теоремы о неподвижных точк1 
монотонных и гетеротонных операторов в локалы 
выпуклых • линейных топологических пространств!

рывности отсоражения г следует существование окрестности W , г г
такой, что если (См. определение Г^), то f( а^) е V , а , ° конусом.

так как покрытие G каноническое, то существует окрестность Ох со • , „ ,
свойством •СлОхив^ае!» ” вещественное полное хаусдорфово локальнс

X. ■ выпуклое топологическое пространство; Р={р} - система полунор»
Таким образом, если у е Ох , то ае(у) «би Г^( б ) < О^х ■ определяющих топологию т в X (11; 0-нуль пространства X.

( так как б^) V 6 Г,( б,) $ О^х 6 f„( б ) < О^х ), а ,
______ ’ Определение 1.1. Замкнутее выпуклое множество К сХ назь 
значит , $ и , то есть отображение г непрерывно в точке х. .

л вается конусом, если хеК, х # 0 влечет за собой ахвК при а X)
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в.в.____________________________ теории операторов в локально выпуклых пространствах 37
Наличие полуупорядочения в X позволяет ввести понятия Тогда очевидно

мажоранты, миноранты, супремума и инфимума. У „аир{х ,х_,...,х } < z (п=1,2,...). (1 6)
Если множество М<;Х имеет мажоранту, то его называют ограни- “ ’ “

ченным сверху; если жеет миноранту - ограниченным снизу. последовательность {у„} не убывает и ограничена сверху,
В каадом конкретном случае специфика конуса, при помощи « некоторому предел,, z^eX. Не­

которого вводится полуупорядочение в локально вип;<клом прост- реходя к пределу в неравенстве у„<у„^^ при к . получим
ранстве X, может обеспечить наличие дополнительных свойств у y„<z^(n=l,2,...), откуда следует, что x^<z^(n»l,2,...).

„ Допустим, что выполнены соотношения (1.5). Тогда выпол-отношения >. Это обстоятельство,как и в случае банаховых прост- ■’ ’ у /
„ нены соотношения (1.6), переходя в которых к пределу п-»<о, по-ранств (2),стимулирует изучение различных классов конусов в X. ’

Ниже всюду через X будем обозначать вещественное полное неравенство z^<z. Значит, z^ является точной верхней
хаусдорфово локально выпуклое пространство, полуупорядоченное при границей последовательности (х^^). Теорема доказана.

помощи конуса К. Определение 1.4 [1]. Конус К в пространстве X называется
Определевые 1.2. Конус К в X называется миниэдральным, нормальным, если существует система полунорм Р={р), определяющих

если каждое конечное число элементов х^.х^.... х^«Х имеет топологию т пр<эстранства X, монотонных на конусе (если 0<х<у,
точную верхнюю границу z=sup{x^ ,т.^,... ,х^}, и сильно миниэд- то р(х)<р(у) для каждой полунормы р из Р).
ральным, если точная граница есть у любого ограниченного сверху факт,что вещественное полное хаусдорфово локально
множества. выпуклое пространство X полуупорядочеьо при помощи некоторого

- . о «• V ™ __ V конуса К, может использоваться при изучении оператора А, дейст-Определенне 1.3. Конус К в пространстве X называется ; i п
вующего в X. лишь в том случае, когда А обладает свойствами. О-правильным, если каждая неубывающая последовательность ’

и связанными с полуупорядоченностью,л J X • • • X \ 1 • М I \
ограниченная сверху некоторым элементом Определение 2.1. Оператор А, действующий в пространстве X,

(п=1,2,...), (1.3) называется:
сходится топологически в X. положительным, если А(К) <= К;

„ . о и If V «. - монотонным на множестве » s X, если из х,у D, х > уПредложение 1.2. Если конус К с X б-правильный, то каждая 
следует А(х) > А(у^ последовательность (х }, удовлетворяющая соотношению

х”>х>>х!>>и (14) операторов указанные свойства независимы,
при некоторюм и е X, Годится'в‘топологии т. ■ i ^“нейного оператора из свойства положительности следует

Доказательство очевидно. монотонность,
следующая теорема является обобщением теоремы 1.14 из Множество элементов х < X, удовлетворяющих неравенствам

работы (2]. ' ”0’
где т , - фиксированные элементы из X, называется конусным

Теорема 1,1. Пусть в пространстве X конус К б-правилен и отрезком и обозначается через
мнниэдрален. Тогда к-аждая ограниченная сверху последователь- Легко доказать, что если К - нормальный конус в X, то
ность имеет точную верхнюю границу. множество <v^,W(^>‘ограничено по полунормам.

Доказательство. Пусть Пусть для монотонного оператора А, действующего в X, могут
X < Z (п=1,2,...). (1.Б) быть указаны такие элементы v , w , что v <н иИ * о о о о



f 

в.в.____________________________ теории операторов в локально выпуклых пространствах 37
Наличие полуупорядочения в X позволяет ввести понятия Тогда очевидно

мажоранты, миноранты, супремума и инфимума. У „аир{х ,х_,...,х } < z (п=1,2,...). (1 6)
Если множество М<;Х имеет мажоранту, то его называют ограни- “ ’ “

ченным сверху; если жеет миноранту - ограниченным снизу. последовательность {у„} не убывает и ограничена сверху,
В каадом конкретном случае специфика конуса, при помощи « некоторому предел,, z^eX. Не­

которого вводится полуупорядочение в локально вип;<клом прост- реходя к пределу в неравенстве у„<у„^^ при к . получим
ранстве X, может обеспечить наличие дополнительных свойств у y„<z^(n=l,2,...), откуда следует, что x^<z^(n»l,2,...).

„ Допустим, что выполнены соотношения (1.5). Тогда выпол-отношения >. Это обстоятельство,как и в случае банаховых прост- ■’ ’ у /
„ нены соотношения (1.6), переходя в которых к пределу п-»<о, по-ранств (2),стимулирует изучение различных классов конусов в X. ’

Ниже всюду через X будем обозначать вещественное полное неравенство z^<z. Значит, z^ является точной верхней
хаусдорфово локально выпуклое пространство, полуупорядоченное при границей последовательности (х^^). Теорема доказана.

помощи конуса К. Определение 1.4 [1]. Конус К в пространстве X называется
Определевые 1.2. Конус К в X называется миниэдральным, нормальным, если существует система полунорм Р={р), определяющих

если каждое конечное число элементов х^.х^.... х^«Х имеет топологию т пр<эстранства X, монотонных на конусе (если 0<х<у,
точную верхнюю границу z=sup{x^ ,т.^,... ,х^}, и сильно миниэд- то р(х)<р(у) для каждой полунормы р из Р).
ральным, если точная граница есть у любого ограниченного сверху факт,что вещественное полное хаусдорфово локально
множества. выпуклое пространство X полуупорядочеьо при помощи некоторого

- . о «• V ™ __ V конуса К, может использоваться при изучении оператора А, дейст-Определенне 1.3. Конус К в пространстве X называется ; i п
вующего в X. лишь в том случае, когда А обладает свойствами. О-правильным, если каждая неубывающая последовательность ’

и связанными с полуупорядоченностью,л J X • • • X \ 1 • М I \
ограниченная сверху некоторым элементом Определение 2.1. Оператор А, действующий в пространстве X,

(п=1,2,...), (1.3) называется:
сходится топологически в X. положительным, если А(К) <= К;

„ . о и If V «. - монотонным на множестве » s X, если из х,у D, х > уПредложение 1.2. Если конус К с X б-правильный, то каждая 
следует А(х) > А(у^ последовательность (х }, удовлетворяющая соотношению

х”>х>>х!>>и (14) операторов указанные свойства независимы,
при некоторюм и е X, Годится'в‘топологии т. ■ i ^“нейного оператора из свойства положительности следует

Доказательство очевидно. монотонность,
следующая теорема является обобщением теоремы 1.14 из Множество элементов х < X, удовлетворяющих неравенствам

работы (2]. ' ”0’
где т , - фиксированные элементы из X, называется конусным

Теорема 1,1. Пусть в пространстве X конус К б-правилен и отрезком и обозначается через
мнниэдрален. Тогда к-аждая ограниченная сверху последователь- Легко доказать, что если К - нормальный конус в X, то
ность имеет точную верхнюю границу. множество <v^,W(^>‘ограничено по полунормам.

Доказательство. Пусть Пусть для монотонного оператора А, действующего в X, могут
X < Z (п=1,2,...). (1.Б) быть указаны такие элементы v , w , что v <н иИ * о о о о



Зд Кося ma В.В. ** теория опвряторои а лохальио выпуклых пространствах 3S

Ат > V , Aw < W . (2.1) неподвижную точку,о о о о
Тогда оператор А оставляет инвариантным конусный отрезок 3. в пространстве X рассмотрим класс операторов, облада-
<T|^,w^>. Действительно, в этом случае неравенства цщп свойством своеобразной обобщенной монотонности. Следуя

’о * * *0 работе [3], дадим следующие определения.
влекут за соб1ЭЙ неравенства „ . « „ «

т 4 А(т < Д(1) < А W < W Определение 3.1. Оператор V, действующий в вещественном„ ' ’о < * *о‘ (2.2) полном хаусдорфовом локально выпуклом пространстве X, полуупо-
Построим последовательности г- г

. ., . рядоченном при помощи конуса КсХ, называется гетеротонным, еслит -А(т„ ,). W ’A(w ) п»1,2,...). (2.3)а п-1 п п-1 , QJJ допускает диагональное представление
Первая из них в силу (2.1) монотонно возрастает и ограничена V(i)=W(x,x), (3.1)
сверху, а вторая монотонно убывает и ограничена снизу. Поэтому причем оператор W(v,w), дей.твующий из Х»Х в X, монотонно
указанные последовательности сходятся, если конус К возрастает по первому аргументу и монотонно убывает по второму,
б-правильный. Если оператор А непрерывен, то в равенствах (2.3) _____, „ Определение 3.2. Конусный отрезок <v ,w > назовем сильноможно перейти к пределу. Значит, о оинвариантным для гетеротонного оператора V, еслиV X V , W - W , ,w ) > V , W(w ,v ) < и .
где т - предел последовательности {v^}, aw- предел после- ( о о о’ о’ о' о
довательности (w^). При этом элементы v ,w могут быть различ- Замечание 3.1. Из сильной инвариантности <v ,w > слек/ет

его обычная инвариантность для V, так как если хжт ,w >, 
Приведенные рассувдения показывают, что для доказатель- ? то v < W(v ,w ) < < W(w ,v ) < v .

ства существования решений уравнения ° ° ° о о о
,, , В дальнейшем существенную роль будет играть условиеХ®А(1) ' - я„ ; 0. Система уравненийв пространстве X с непрерывным и монотонным оператором А и для - 

построения сходящихся последовательных приближений достаточно ’ (3-2)
» на множестве М с X « X не имеет решений таких, что v # w.

установить существование элементов v , удовлетворяющих соот- „° ° ; Введение в множестве пар элементов (v,w) систему полунормношениям (2.1). Таким образом, доказана следующая теорема. ( j j
» p(v,w)-p(v)+p(w), р « Р, (3.3)

Теорема 2.1. Пусть К - б-правильный конус в X.Пусть непре- т превращает Х«Х в вещественное полное хаусдорфово локально
рывный ы МОН0Т01ШЫЙ на конусном отрезке оператор А ( выпуклое пространство.
преобразует этот отрезок в себя. ?

Тогда оператор А имеет на по крайней мере одну J Теорема 3.1. Пусть конусный отрезок является
неподвижную точку .При этом последовательности (2.3) сходятся к сильно инвариантным для гетеротонного оператора V и на
неподвижным точкам оператора А. i** выполнено условие б. Пусть, кроме того, выполнено хотя бы одно из

Следующая теорема гарантирует существование неподвижной следующих условий:
точки у разрывного оператора А, действующего в пространстве X. конус К б-правильный, оператор W непрерывен;

2) конус К сильно миниэдоален.
Теорема 2.2 (принцип Биркгофа-Тарского (2)). Пусть конус К Тогда у оператора V существует неподвижная точка х* « <v ,w >.

в пространстве X сильно миниэдрален. Тогда любой монотонный one- Доказательстве. Рассмотрим оператор V:X«X Х«Х° который
ратор А (не обязательно непрерывный), оставляющий инвариантным паре элементов (v,w) сопоставляет пару’ (W(v,w),W(w,v)). Легко
конусный отрезок <v^,w^>,имеет на <Tq.w^> по крайней мере одну /

i г
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рывный ы МОН0Т01ШЫЙ на конусном отрезке оператор А ( выпуклое пространство.
преобразует этот отрезок в себя. ?

Тогда оператор А имеет на по крайней мере одну J Теорема 3.1. Пусть конусный отрезок является
неподвижную точку .При этом последовательности (2.3) сходятся к сильно инвариантным для гетеротонного оператора V и на
неподвижным точкам оператора А. i** выполнено условие б. Пусть, кроме того, выполнено хотя бы одно из

Следующая теорема гарантирует существование неподвижной следующих условий:
точки у разрывного оператора А, действующего в пространстве X. конус К б-правильный, оператор W непрерывен;

2) конус К сильно миниэдоален.
Теорема 2.2 (принцип Биркгофа-Тарского (2)). Пусть конус К Тогда у оператора V существует неподвижная точка х* « <v ,w >.

в пространстве X сильно миниэдрален. Тогда любой монотонный one- Доказательстве. Рассмотрим оператор V:X«X Х«Х° который
ратор А (не обязательно непрерывный), оставляющий инвариантным паре элементов (v,w) сопоставляет пару’ (W(v,w),W(w,v)). Легко
конусный отрезок <v^,w^>,имеет на <Tq.w^> по крайней мере одну /

i г



... Мссягин в.в.
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видеть, что из непрерывности оператора W следует непрерывность • Серия "Математика" Rungcg < «qm р '
оператора V. ’

Введем далее полуупорядоченность в Х«Х по правилу:
)^(v,w), если v'>v, w'<w. Можно считать,что полуупорядо- УДК 518,3

ченность, определяемая знаком >, вводится при помощи конуса Нихник П.П., Лпкаев Р.И.
K={(v,w): у е К, -и е К}.

При этом очевидно, что б-правильность, миниэдральность конуса К АНАМОРФОЗА ДЕКАРТОВА АБАКА В СОСТАВНЫХ Н(МЮГРАММАХ
влекут за собой наличие соответствующих свойств у конуса К.

завершим доказательство следующим образом. Очевидно^ что Получена нелинейная анаморфоза декартова абака,
V ,w )>(v,w) следует V(v , т.е. оператор V яв- с использоваетем которой разработана номогаамма,

ляатся монотонным. Кроме того, V оставляет инвариантным конус- пригодная-для практических расчетов,
ный отрезок

< ('Г,'/!) < (W ,У )}. „
Теперь из теорем о существовании неподвижной точки° у° монотон- ^’^ейной анаморфозы x=<p(x), у=ф(у)
ного оператора следует, что в наших предположениях V имеет не- Уравнения Г(х,у,2)=0, как показывает практика, разрешима не

* * всегда•
подвижную точку (V ,w ), которая, очевидно, является решением
системы уравнений (3.2). В силу условия О v*=vi*. Следовательно еорема 1. Чтобы уравнение f(x,у,z)=0 допускало анамор-
оператор V им.еет неподвижную -очку x*=y*=w‘. Теорема доказана. фозу,^необходто н достаточно,чтобы отношение частных производ-

ных — и — можно было бы представить в виде произведения
Замечание 3.2, Список условий 1)-2) можно продолжить. В

него можно включить любое условие, которое обеспечивает сущест- сомножителей,каждый из которых является функцией лишь одного
вование неподвижной точки у монотонного оператора, имеющего ин- аргумента.
вариантный конусный отрезок. Например, можно было бы добавить ® анаморфозы имеем
условие: конус К - нормальный, оператор V - вполне непрерывный
(определение вполне непрерывного оператора, действующего в ло- Ф' (х) »х ' ад
кально выпуклом пространстве, дано в работе Г41).

„ •’У Ф'(У)»Г/д.
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