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видеть, что из непрерывности оператора W следует непрерывность • Серия "Математика" Rungcg < «qm р '
оператора V. ’

Введем далее полуупорядоченность в Х«Х по правилу:
)^(v,w), если v'>v, w'<w. Можно считать,что полуупорядо- УДК 518,3

ченность, определяемая знаком >, вводится при помощи конуса Нихник П.П., Лпкаев Р.И.
K={(v,w): у е К, -и е К}.

При этом очевидно, что б-правильность, миниэдральность конуса К АНАМОРФОЗА ДЕКАРТОВА АБАКА В СОСТАВНЫХ Н(МЮГРАММАХ
влекут за собой наличие соответствующих свойств у конуса К.

завершим доказательство следующим образом. Очевидно^ что Получена нелинейная анаморфоза декартова абака,
V ,w )>(v,w) следует V(v , т.е. оператор V яв- с использоваетем которой разработана номогаамма,

ляатся монотонным. Кроме того, V оставляет инвариантным конус- пригодная-для практических расчетов,
ный отрезок

< ('Г,'/!) < (W ,У )}. „
Теперь из теорем о существовании неподвижной точки° у° монотон- ^’^ейной анаморфозы x=<p(x), у=ф(у)
ного оператора следует, что в наших предположениях V имеет не- Уравнения Г(х,у,2)=0, как показывает практика, разрешима не

* * всегда•
подвижную точку (V ,w ), которая, очевидно, является решением
системы уравнений (3.2). В силу условия О v*=vi*. Следовательно еорема 1. Чтобы уравнение f(x,у,z)=0 допускало анамор-
оператор V им.еет неподвижную -очку x*=y*=w‘. Теорема доказана. фозу,^необходто н достаточно,чтобы отношение частных производ-

ных — и — можно было бы представить в виде произведения
Замечание 3.2, Список условий 1)-2) можно продолжить. В

него можно включить любое условие, которое обеспечивает сущест- сомножителей,каждый из которых является функцией лишь одного
вование неподвижной точки у монотонного оператора, имеющего ин- аргумента.
вариантный конусный отрезок. Например, можно было бы добавить ® анаморфозы имеем
условие: конус К - нормальный, оператор V - вполне непрерывный
(определение вполне непрерывного оператора, действующего в ло- Ф' (х) »х ' ад
кально выпуклом пространстве, дано в работе Г41).

„ •’У Ф'(У)»Г/д.
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аг/ / ^^ J Г, (i)di J I,(y)dy/ / “3 "3 t
Пусть ------ = М(х) N(y) P(z). Выполним анаморфозу

что и треОовалось доказать.
' Теорема 2. Если уравнение f(x,y,2)=O не удовлетворяет

1у условиюx=JM(i)<lx+C,, у=1-- —+С_. Угловой коэффициент касательной к
N(y) /ох. J Г (х)(1х I f2(y)<iy

оу 1 лу “8 3
кривой — =--------- • — .Но •

ох М(х) N(y) М /
то оно может допускать единственную анаморфозу.

оу /ОХ Из теоремы 1 следует, что если уравнение f(x,y,z)«O допус-
-^= - ~ М(х) N(y) P(z). кает анаморфозу, то имеет место равенство

'■’У —- М(х) N(y) Р(2)
- ох ' оуоу i .Поэтому ___“ - __________ ■ М(х) N(y) Р(2) = - Р(2). Таким обра- и сама анаморфоза представляется равенствами

ау N(у)
зом. — есть функция одного только 2 и, следовательно, во _ _ _

ах Допустим, что существует другая анаморфоза х = ф(х); у = ф(у),
всех точках одной и той же линии абака направление касательной Тогда из первой теоремы мы должны иметь
одно и то же. Следовательно, линии абака прямые. ot . al i»r , ol -- /--- . - Ф' (X) • —--  ■ H, (2).
Возможность представления отношения ----/----- в форме произве- ох ' оу ф' (У)

ох ' оу 1
пения трех множителей не только доказывает возможность Следовательно, 11(х)М(у)Р(2)=-ф'(х)------R,(2). Последнее можно* Ф' (У) ’
анаморфозы, но и дает саму анаморфозу. представить в форме

В случае P(z)=con3t все прямые преобразованного абака Ф'(х) i
будут прямыми. В этом случае очевидно равенство ----- = - ----- • ---------  .

, X - Н(2) М(Х) N(y) ф'(у)
"М”” I устянавливзет зависимость меаду x,y,z. Но такой за-

______ I _ g висимостыо х,у,2 СБЯзанц задай-ым уравнением f(x,y,z)=O и ни­
вх ву___ ' . какой другой зависимости Сыть не может. Следовательно,обе ана-

Последовательно интегрируя последнее равенство сначала по х, а \ мор^юаы эквиьзлентни. Полагая в последнем равенстве
затем по у, находим: 1 > P(z) -<(i' lx) i, г , xi i -----=Z{z),------- =X(x), —---------='{(y),

Ig _ _ xfly), > М(У)Ф'(У)
oy I »x / ey jj 2 уравнение f(x,y,zl-0 может быть представлено в вице Z(z)=X(x)=

='i(y). Это уравнение удовлетворяет услов1им пеовой теоремы, в 
Ig —/— = I f,(y) бу + г,(X), / чем можно убедиться кепосредстветаой проверкой:

( в.д ' ву j " I
где Г,(х), Г,(у) - произвольные функции. Отсвда 1

*
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£го МОЖНО переписать в виде 
г»Т /« X' Y y(y)_£W _

7 7 <п/ х“^’(х) ■ г (У)

' ау X-Ш У(у} Z“(z) Г (X) Z'^(x)
• а! у <»Г 1 X' Y Х”*’(х) Г{у1 ^^(у} ° Х“^^ (X) У""’(У) Y'(У)

( j ’ “ ” произвольное число.
Формулы анаморфозы в данном случае следующие: 

/Л 1 Х'(Х) 1
> J Q Х“*’(х> пХ“(х)

У^(у) 
Отсюда следует, что если условие теоремы 2 не выполнено, то У “ J У””’(У) У' (У) dy » ------ + Р-

уравнение f(x,y,z)=O допускает только одн;’ анаморфозу. Постоянные а и 3 вызывают лишь параллельный перенос абака
Теорема 3. Если уравнение Г(х,у,г)=О удовлетворяет услсвию в плоскости (х,у). Выбор числа "п" определяет характер самой

второй теоремы, то она допускает бесчисленное множество анаморфозы. Давая п различные значения,получаем бесчисленное
анаморфоз. ^^^^В множество анаморфоз, выпрямляющих абак данного уравнения.

Для доказательства продифференцируем уравнение Г(х,у,г)=0, Если уравнение f(x,y,z)-0 не удовлетворяет приведенным
считая X, у - функцией, az- постоянней. Из двух имеющихся теоремам, то целесообразно применение нелинейной анаморфозы,
равенств • после которой данное уравнение должно изображаться номограммой в

f(x z)-0 и + -^v'-O '^В семейства концентрических окружностей, софокальных зл­
ах ау липсов и других линий, простых а построении.

af . at Для представления семейства кривых декартова абака в виде ков-
исключим параметр. С одной стороны, —/--- - у'. С другой центрических окружностей уравнение f(x,y,z)«0 после анаморфозы

должно иметь вид X^(x)+У^(y)«f^(z), т.е, первоначальное уравне- 
стороны, — /--- = 0)^ (X) ii)^(y'). Отсюда получается искомое ние Г(х,у,г)«О должно иметь форму ф^(x)+ф^(У)-Г^(z)^O.

ат. / ау . , , , Часто в этой форме оно записано быть не может,но может принять
дифференциальное уравнение семейства у = - ш, (х) ш-(у). «' ату форму после различных тохщественных преобразований.
Интегрируя эФо уравнение, имеем J (UgCy)) ^dy= - J и)^(х) dx +С. Очевидно, что для квадратической формы'
Полагая! ((i)g(y))~’dy» Е^Су), J ш (х) dx » F, (х), имеем F, (х)+ div (к grad t}=‘R{z).

ly' I
+ У^(у)=С. Положим С= FgCz). Тогда F, (x)+F2(y)= F^Cz). Учитывая, что кривизна окружности --------= F(z),
Можно представить F, (x)=lgX(x), F2(y)= Ig Y(y), F2(2)=lgZ(z). '^1 (1+У'®) ®

Тогда имеем X(i) Y(y)=Z(z). Уравнения такого типа удовлетворяют dx У'ly'I + J) ■*
векторное поле -г- ----------- где т - поле касательныхусловиям второй теоремы. Покажем, что абак такого уравнения Хг цз ,, -,гЛ

допускает бесчисленное множество анаморфоз. 'В
у,, . .аВ векторов, S - естественная параметризация, а также дифференцируя

Составим отношение —/--- - ------------ . .ЭВ ДЕЗ раза исходное уравнение я уравнение анаморфозы имеем Г
ах ' ау У.(х) У (У) V
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Теорема 4. Для того, чтобы уравнение Г(х,у,2)=0 допускало 
нелинейную круговую анаморфозу, необходимо и достаточно,чтобы 
выполнялось условие

/
*x^

-- i--- = - Ф'^(I) ф'^(y) f^(2).

Доказательство ввиду громоздкости опускаем.
Результаты работы использованы при разработке номограммы 

(рис.1) для расчета нейтрализации и обезвреживания сточных вод 
отходами лесотцюмышленного комплекса по формулам:

2РР ----- - ;
(К"--4М) N

f Qv ) ( W, О, 1Р = 1- — — : L = 1------к . ;* “к J ' *1 *

f *1 fk ^k *1 1 1
' Ъ Ъ Qi Ъ Qi

tJi- -V.
•’ I T'k T'k 01 )

« = Мк(

'’j Tk Qi «J 4
Ключ к пользованию номограммой представлен на рисунке стрел­

ками. Ответ получается после двукратного приложения линейки. 
Левая бинарная шкала номограммы построена с применением линейной 
анаморфозы, правая - нелинейной комбинировэнной анаморфозы.

Номограмма проста в пользовании и позволяет решать ряд 
задач, в том числе и обратных.



46 Нижник П.П,, Аюка^в Р.И.
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2РР ----- - ;
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f Qv ) ( W, О, 1Р = 1- — — : L = 1------к . ;* “к J ' *1 *

f *1 fk ^k *1 1 1
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« = Мк(
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Ключ к пользованию номограммой представлен на рисунке стрел­

ками. Ответ получается после двукратного приложения линейки. 
Левая бинарная шкала номограммы построена с применением линейной 
анаморфозы, правая - нелинейной комбинировэнной анаморфозы.

Номограмма проста в пользовании и позволяет решать ряд 
задач, в том числе и обратных.
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