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Лемма 3. Если /еЬ^ (или ), (pefl^(G). то (р»/еС^. УДК 517.54
Отображение /-►ф»/ из (или из С^) в С” непрерывно. Старков В.В.

Доказательство. Предварительно заметим, что из
единственности (с точностью до множителя) инвариантной меры на К r^PHQWfSCSXS ЛОКАЛЬНО кнАЯИКОнаюрмник
следует, что для некоторого числа Л>0 ОТСЖРАХЕИИЯ’

lf{g~'x')dg=Ajf(x}cix.

G и Рассматриваются классы Н(а,К) гармонических в
Пусть /е^Р , р>1. Пользуясь неравенством Гельдера, получим A={z:|zl<l} функций /(z) = h(z) + g{z) ( h(z) и

1Ф«/(х)1=1ГФ(й)е(‘'^Р>'в'’’1 Г(я-’г)е-(к/р)1в-’х1 g(z) - регуляры в Д), сохраняющих ориентацию
Ф Д ЗФ^б) j(g Х)е ijgl^ (y(z)>0), К-кваз1жонформны1 в А, причем

(/1ф(^)1'’ e<*‘4/p)le"’xlcjgji/q^ /(0)=0, П'(O)+gTU)=l , из П. (а>1)

У (/) ■ (|ф(§)1‘’- универсального линейно-инвариантного семейства
Р'*' 1 ■ функций. Расширяющиеся с ростом ае[1,ш] и Ке(1,»]

где р~^+д"’=:1. Следовательно, классы Н(а,К) охватывают все сохраняющие ориента-

1ф»/(д:) 1 <50 27 (/) eip(-lxl) гармонические функции с указанной норми-
Р’^' р ’ ровной, в статье рассмотрен случай конечных а

где не зависит от /. Из этого неравенства следует, что и К. При К=1 приведенные результаты совпадают с
при гЖ и непрерывно зависит от /. Так как известными результатами Х.Поммеренке в U..

^^(Ф»/)=(£и)ф)*/
то ф*/®С^/р и непрерывно зависит от /. Будем рассматривать комплекснозначные гармонические в круге

Случаи и рассматриваются аналогично A={z;|z|<l} функции /(z)=u+iv , т.е. вещественные функции и и v
Из теоремы 1 и леммы 3 сразу получаем следующее гармоническими в Д . В 80-е годы стала
Следствие 2. Между инвариантными подпространствами в и Развиваться теория однолистных и локально однолистных

(tW^ufoo}) существует взаимно однозначное соответствие, постро- гармонических в Д функций. При этом в основу определения и
енное как в теореме 1. изучения классов таких гармонических функций,по аналогии с

регулярными в А функциями, закладывалась обычно геометрическая
— — ? ? А Т У Р А характеристика функций исследуемого класса ( выпуклость, почти
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выпуклость, звездообразность, однолистность, симметричность ю ш ______
относительно вещественной оси образа /(Л) единичного круга ). В - Е З-п(Г) z (1)

п=О 113^1
основу изучающихся в этой статье классов функций положены , . „ ____- регулярные в Д функции. Причем будем рассматривать только свойства локальной квазиконформности и линейной инвариантностР . ,. . . "Iфункции (1), сохраняющие ориентацию в Д, т.е. якобиан
рассматриваемых гармонических функций. _ , > о в Д. (2)

Х.Поммеренке 11] определял линейно-инвариантное семейство „бразом, речь идет только о локально гомеоморфных функциях
порядка а (а ? 1) как множество л регулярных в Д функций „„„„ .00 вида V1 .
Ф(2)=2 i Е (1„(<р) , удовлетворяющих условпям :

Определение. Если для функции /(z) вида (1) существует
а) <p'(z) # о в Д (локальная однолистность), к-ропч! такое что

24.^ Л—L>Ulli3 Ij latVUC, HiU

б) для любого конформного автоморфизма е'®---- единичного |Д| + |Д| |Н.,| + |hxl i.v
1+az ----------  = ---------- к в Д, то

круга Д и любой функции (р(2) ед |Л1 - |Л| |hj - |h‘|
(р|е'в I - ф(е'®а) будем называть /(z) локально К-квазиконформной в Д.
---- ° 1»----------- г---- ~ z,+ . е л
Ф (е‘®а) е'® (1-|в|’) (йределение. Обозначим Н(а,К) множество всех локально К-

(инвариантность относительно преобразований Мебиуса). квазиконформных гармонических в Д функций /(z) = h(z) + с
в) порядок семейства л зир1(1г(ф)| = аир■■ = а. нормировкой ао(/)=0, а,[/) + а.,(/) = 1 и таких, чтоФ®'* ‘‘ h'

Универсальным линейно-инвариантным семейством £)« порядка а - е и,.
Х.Поммеренке называл объединение всех линейно-инвариантных
семейств порядка не выше а. Расширяющиеся с ростом а и Ke[l,i»] классы Н(а,К) охватывают

Ясно, что и., ае[1,+00], содержат все конформные отображения все сохраняющие ориентацию гармонические в Д функции /(z) с
ф(2) круга ’д. указанной в последнем определении нормировкой.

В случае регулярных функций многие известные классы ® Дальнейшем при изучении классов Н(а,К) ограничимся случаем
однолистных и локально однолистных функций являются линейно- конечных а и К.
инвариантными семействами и поэтому обладают рядом общих Творена 1. При любых а - (1,«]. К е [1,»] Н(а,К) образуют
свойств, зависящих только от порядка а этих семейств (эти секвенциально компактные семейства относительно равномерной

‘ свойства основаны на инвариантности таких семейств относительно сходимости внутри Д
преобразований Мебиуса). С другой стороны, введение В Н(а.К) справедливы точные неравенства:
универсальных линейно-инвариантных семейств (/, позволило с общих j j jj
позиций (линейной инвариантности) изучать свойства всех 1+к 1-к ’ i-lt •
локально однолистных в Д функций конечного порядка. Далее будем обозначать производную комплекснозначной фуьпщии

В этой статье осуществлен перенос некоторых идей, связанных /(z) по направлению вектора е‘® через
с определением и изучением , на гармонические в Д функции. «®/(z) f /(z+p e^®) - f(z) 1,
Такие функции можно представить в виде <»е'® ' р + +д Р
/(Z) = 11(2) + gT^, где Очевидно, для регулярной функции h(z) имеем:

jj, (2^ g,e . g ддд гармонических функций вида (1): 
в е‘®
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= h'(Z) е‘* + g4zy е-‘» = ■ (l-|z|)-’ (l+|z|)«-'
.ее'» -------- < к ------- . (4)

, * (l+|z|)“’' о е'о (1-|2| )**• ’
= е'» + f (z) е-'». г

Равенство в (4) достигается при 0 « ± . Причем если z=re'».
По аналогии с определением линейно-инвариантного семейства то равенство справа получим при

регулярных функций дадим’ [(J_!_z_e^)- . i], g(z)> -к h(a):
Определение. Семейство т гармонических в круге Л функций равенство слева получим при

будем называть линейно-инвариантным семейством гармонических ц
функций, если для каадой /е х [( - ~ ~ *]• g(z)“ h(z).

а) выполнено (2); 1 + z е '•

б) ао(/) =0, а, (/) + = 1; (3) При К=1 из (4) получаем известную [1] оценку |<p'(z)| для
BJ для любых а е Д и 0 е 10,2х) ФУНКЦИЯ

а j _ ^(е'в а) Можно дать и более тонкую оценку в зависимости

Л<2.а) = от |h'(2)1 и arg h'(Z).
(1 -|а|’) (е'» а)

■’ Следствие 1. Пусть / « Н(а,К): z, ,z, « А. Тогда для любых
Отметим, что некоторые из изучавшихся разными авторами вещественных 0 и 7

классов гадаонических функций являются при нормировке (3) (al) Infl I f I И
линейно-инвариантными семействами. Примерами таких классов i-z.'zi N ~ ila.'zi *' “ К <

являются: К„ - класс гармонических функций, однолистно *
отображающих на выпуклую область; С» - класс близких к < Ini “ ) J - (n[- * | _ 2tnf 1 <
выпуьлым гармонических функций (т.е. дополнение к /(Л), f Сн, в е'у I л е‘* • I ll-Zi'zil 1

является объединением некоторого множества непересекающихся < (а 1) 7"fli| И ( | -z, П
лучей); S„ - класс однолистных гармонических функций. Эти классы I *1 l-Zi'zi ” (a+l)lnp-| |J "*■

впервые введе1ш в [2], в дальнейшем рассматривались многими „„
, * „ причем для любых z,, и. « А существуют вещественные 0 и т иавторами. Линейную инвариантность класса Зн и некоторых его , i

существует /е Н(а,К), при которых слева (справа) в последнем подклассов использовал для изучения этих классов Шейл-Смолл [3] '• в v в /
неравенстве мгкно поставить знак равенства, (при этом нормировка изучавшихся классов отличалась от (3) тем, 

что а,(/) = 1 вместо а, (/) + а_,(/) = 1). Он же заметил, что .. „ „. „ Следствие 2. Пусть /а Н(О,К), гв‘* аД. Тогдв для производнойповедение функции /(z) = h(z) + g{z) е S„ во многом зависит от i ри ди
, по г от /fz) » f(re''>) имеет место точная оценка

порядка (в смысле Х.Поммеренке) функции - . Это же 1 (l-r)*-’ . ,1 „ (1+г)*-’
h'(0) Т ... < 1Л Гге‘’Л < К

наблюдается и в случае семейств Н(а,К). Несложно показать, что u+rj (1-г)
семейст! а п(а,К) являютс.ч линейно-инвариантными; Н(а,1) = П,. ° равенством - слева и справа при ((>"tдля соответственно

указанных в теореме 2 функций.
Теорема 2 (ucKuseinifl). Для каадой Обозначим ^’=P^=/(Д) двумерное гладкое многообразие

/(S) = h(z) + sTi} е Н(а,К) справедливо неравенство однолистный образ круга А при локально гомеоморфном отображении
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семейст! а п(а,К) являютс.ч линейно-инвариантными; Н(а,1) = П,. ° равенством - слева и справа при ((>"tдля соответственно

указанных в теореме 2 функций.
Теорема 2 (ucKuseinifl). Для каадой Обозначим ^’=P^=/(Д) двумерное гладкое многообразие

/(S) = h(z) + sTi} е Н(а,К) справедливо неравенство однолистный образ круга А при локально гомеоморфном отображении



66 Старков В.В.
л Н(а,К). ПуГтЬ Р, Г - кривая, соединяющая и, и W, в Р. Г>рмои-чес,ие кв.з,ко«форшшо отображешм. бТ

Обозначим dicOT Г яганетр проекции 1фивоа Г на KOMiuieKCHyJ Следствие 4. Для любой /^Н(а К) -
тоскость, Iff?- JUiffHy проекции Г на комплексную плоскость (в ’
предположении, что длина существует). |/(z)|< f il
Обозначим d(w, ,Wj) d, (w, ,w,) = Infdlam Г, ' 1“|2| '

KWi.Wj) = = Infl (Г), ° равенством при 2= ±t|z| для функции (5).
где нижняя граница берется по всем кривым Г е р, связывающим w, 
и «г. Очевидно, Следствие 5, Для любых а.реД я любого вещественного 0

|W,-Wa| < d(w, ,Wj) < I .
■2Ж [’ ■ (те ) ] ^ /(b))----

Теорема 3. Пусть /е Н{а,К), ге(0,1). Многообразие с краем (1-|а|’) -2£— (а е*»)
F(r)={/(2):lz|$r) содержит однолистный круг с центром в О и 

1 г ( e»»),f(b))_____ К f f 1+г J 1 .
радиусом "2^ - I ■f+fl |> но не всегда большим. ' »» 1 i f 1*

Областью Кебе семейства Н(а,К) назовем максимальную (1-|8|’)|

однолистную область, содержащуюся в пересечении многообразий
П F/ ■ где г- I ° 1.

/еН(а,К) 1 а Ь - е” '
Неравенство точное в том смысле, что для любого авД и 

Следствие 3. Область Кебе семейства Н(а,К) содержит круг с вещественного 0 для левой и правой частей неравенства существуют
центром в О и радиусом • но не больший.» свои ЬеД и /еН(а,К), при которых вта часть неравенства

Заметим, что область Кебе семейства Н(а,К) сод?ржится в обращается в равенство, в этом смысле точным является также
конечной области, ограниченной кривой неравенство

7<ф)- - ««.W. ------.

Теорема 4. Для любой /е Н(а,К) справедливо то’шое 
неравечство К г , | 'а'Ь- е*»| + | а е'» - Ь| .. ,

згж ■ (4+? ) ] * < l(0,/(z))< I I I е’*| - I а е‘* - Ь| J

< [ (ТТ И’ Теорема 5 (вращения). Пусть /«Н(а,К), 2еД, fts(-x,+xj.
Тогда ь правой части этого неравенства знак равенства для d(0./(2)) и 2 orcatnK . 2 a,-csfn'^ +

HQ.fiz)} достагается для функции ** ле*’' ]_________ _

-йс™ {| (таЫ"- '] * ‘ I (4йт-)‘- ']} --у * '"I

При z—trl ; в левой части - для функции /(z)= " . f '

'‘<2)= [ [4^-j -l] при 2=±г(. а?

(здесь = О, непрерывно меняется при
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непрерывном изменении z и в). h(z) = [(4^)"“ *]’ kzh'(z) е” :

Здесь, как и в предыдущих результатах, при к=0 (К=1) ,
получаем известный результат Х.Поммеренке (1] в tZ.. однако |/г(г)| ---- = |1+кге”'*| не яв».яется монотонной

По аналогии с определением Х.Поммеренке порядка линейно- , (1+г)
« ж . по г функцией на некотором множестве значений 0. Однако можноинвариантного семейства регулярных функций дадим

утверждать, что для почти всех 0 существует предел
Определение. Порядком линейно-инвариантного семейства с (1~г)*“' « (о,К],

гармонических фун?.<ций называется число i^i-o (l+r)’*’
ord в = аир (|/^^ (0) + /_ (0)|) = если /еН(а,К).

Z.

" |Яг</) + ft-s(/)|- ЛИТЕРАТУРА

Теорема 6. ord Н(а,К) а К. 1. Рошшегепке Ch. Linear - Invarlante Famlllen analytischer
Funktlonen.l//Math. Ann., 1964. 155. P.108-154.

Следствие 6. Для любой /вН(а,К) и любого вещественного 0 2. Clunle J., Shell-Small Т. Harmonic univalent functions//
I -^е'в I 2K(a+lzl) ' Ann.Acad. Scl.Fenn., Ser.A.I.Math., 1984. V.9. P.3-25.
I (a) ' I i-|z|’ (здесь /g., - ); 3_ shell-Small T. Constants for planar harmonic mappings//J.

неравенство точное и достига.тся для функции London Math. Soc. (2), 1990. 42. Р.237-248.
J г , 4. Старков В.В. Теоремы регулярности в универсальных линейно-

/(Z)- h(z) 4 к h(z) , h(z) ~ 2а(1+к) ( I~ *j’ инвариантных семействах функций // Сердика (Болгарский мат.

fl., 1С журн.). 1985. Т. И. С.299-318.АА^аЧ I О"*Х 2 •

В частности, справедливо точное неравенство
I 1 2 jiK+r_
' /р (т-е'») ' 1- г’ ’

Пр-шедеяные в этой статье оценки справедливы для К- 
каааиконформных функций из Ин при а=2 и из Сн при 0=3 (при 
условии нормировки (3) в втих классах). Но в случае втих 
конкретных классов остается открытым вопрос о точности 
полученных оценок.

Не все известные в [/„ результаты имеют свои аналоги в
Н(а,К). Так, для любого (р е Н. и любого 0 « [0,2x1

1Ф' (ге'*)| ----- убывает по ге(0,1) (см. (41). Но в
(1+г)“ ' ’

II(а,К) нет аналога этого утверждения для /r(z).
Так, /(Z) h(z) + <= Н(а,К) при



Гармоиаческле локально квазиконформные отображения 69
68 Старков В.В. —--—---------------------- -— '
непрерывном изменении z и в). h(z) = [(4^)"“ *]’ kzh'(z) е” :

Здесь, как и в предыдущих результатах, при к=0 (К=1) ,
получаем известный результат Х.Поммеренке (1] в tZ.. однако |/г(г)| ---- = |1+кге”'*| не яв».яется монотонной

По аналогии с определением Х.Поммеренке порядка линейно- , (1+г)
« ж . по г функцией на некотором множестве значений 0. Однако можноинвариантного семейства регулярных функций дадим

утверждать, что для почти всех 0 существует предел
Определение. Порядком линейно-инвариантного семейства с (1~г)*“' « (о,К],

гармонических фун?.<ций называется число i^i-o (l+r)’*’
ord в = аир (|/^^ (0) + /_ (0)|) = если /еН(а,К).

Z.

" |Яг</) + ft-s(/)|- ЛИТЕРАТУРА

Теорема 6. ord Н(а,К) а К. 1. Рошшегепке Ch. Linear - Invarlante Famlllen analytischer
Funktlonen.l//Math. Ann., 1964. 155. P.108-154.

Следствие 6. Для любой /вН(а,К) и любого вещественного 0 2. Clunle J., Shell-Small Т. Harmonic univalent functions//
I -^е'в I 2K(a+lzl) ' Ann.Acad. Scl.Fenn., Ser.A.I.Math., 1984. V.9. P.3-25.
I (a) ' I i-|z|’ (здесь /g., - ); 3_ shell-Small T. Constants for planar harmonic mappings//J.

неравенство точное и достига.тся для функции London Math. Soc. (2), 1990. 42. Р.237-248.
J г , 4. Старков В.В. Теоремы регулярности в универсальных линейно-

/(Z)- h(z) 4 к h(z) , h(z) ~ 2а(1+к) ( I~ *j’ инвариантных семействах функций // Сердика (Болгарский мат.

fl., 1С журн.). 1985. Т. И. С.299-318.АА^аЧ I О"*Х 2 •

В частности, справедливо точное неравенство
I 1 2 jiK+r_
' /р (т-е'») ' 1- г’ ’

Пр-шедеяные в этой статье оценки справедливы для К- 
каааиконформных функций из Ин при а=2 и из Сн при 0=3 (при 
условии нормировки (3) в втих классах). Но в случае втих 
конкретных классов остается открытым вопрос о точности 
полученных оценок.

Не все известные в [/„ результаты имеют свои аналоги в
Н(а,К). Так, для любого (р е Н. и любого 0 « [0,2x1

1Ф' (ге'*)| ----- убывает по ге(0,1) (см. (41). Но в
(1+г)“ ' ’

II(а,К) нет аналога этого утверждения для /r(z).
Так, /(Z) h(z) + <= Н(а,К) при


	‎C:\работа\Труды_математиков_1993_1\Страницы отдельно\60-61.pdf‎
	‎C:\работа\Труды_математиков_1993_1\Страницы отдельно\62-63.pdf‎
	‎C:\работа\Труды_математиков_1993_1\Страницы отдельно\64-65.pdf‎
	‎C:\работа\Труды_математиков_1993_1\Страницы отдельно\66-67.pdf‎
	‎C:\работа\Труды_математиков_1993_1\Страницы отдельно\68-69.pdf‎

