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ОТНОСИТЕЛЬНО КОМПАКТНЫЕ РАСШИРЕНИЯ 
ВПОЛНЕ РЕГУЛЯРНЫХ ПРОСТРАНСТВ

А. В. Иванов

Хаусдорфово пространство X, содержащее пространство Y 
в качестве всюду плотного подмножества, называется ОК- 
расширением У, если У относительно компактно в А, по 
определению А. В. Архангельского. В работе установлена связь 
между ОА'-расширениями и //-замкнутыми расширениями. Да
но описание всех полурегулярных ОА'-расширений вполне ре
гулярного пространства У как ^-совершенных неприводимых 
образов стоун-чеховского расширения /3Y.

В работе [1] введен и рассмотрен ряд относительных топологиче
ских свойств. В их числе — компактность подпространства в объ
емлющем пространстве. Подпространство У называется компактным 
в X, если из любого открытого покрытия пространства X можно вы
делить конечное подсемейство, объединение элементов которого со
держит У. В [1] показано, что компактность У в А равносильна ком
пактности У в его замыкании. Таким образом, при изучении свойства 
относительной компактности можно ограничиться случаем, когда У 
всюду плотно в А. В такой ситуации мы называем пространство А 
относительной компактификацией Y, или О К-расширением про
странства У. Целью настоящей работы является описание всех ОА'- 
расширений вполне регулярного пространства У. Все рассматривае
мые в дальнейшем пространства предполагаются хаусдорфовыми.

Подпространство У называется сильно регулярным в X (см. [1]), 
если для каждой точки ж Е А и каждого не содержащего ее замкну
того в А множества F найдутся непересекающиеся открытые в А
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множества U и V такие, что ж G и F П Y С V. В [1] показано, 
что если У компактно в хаусдорфовом пространстве X, то У сильно 
регулярно в А".

Предложение 1. Если У всюду плотно в X, тоУ сильно регулярно 
в X тогда и только тогда, когда для любой точки х Е X подпростран
ство У и {ж} регулярно.

Доказательство. Необходимость условия очевидна. Проверим до
статочность. Пусть ж £ А, множество F замкнуто в А и ж Е. 
Рассмотрим в регулярном пространстве У U {ж} точку ж и замкнутое 
множество F П У. Пусть U и V — их непересекающиеся окрестности 
вУ и{ж} и Д', У' — такие открытые в А множества, что

Д'П(У и {ж}) = и. У'П (У и {ж}) = У.

Тогда Д' и У' — искомые дизъюнктные окрестности точки ж и мно
жества F Г\У в X, поскольку Д'ПУ'ПУ = 0иУ всюду плотно в

Следующее предложение устанавливает связь между ОА'-расши- 
рениями и Я-замкнутыми расширениями.

Предложение 2. Пространство А является О К-расширением Y то
гда и только тогда, когда X Н-замкнуто и У сильно регулярно в

Доказательство. Пусть А — ОА'-расширение У, и пусть у — про
извольное открытое покрытие А. Тогда существует конечная подси
стема Д1, . . . ,Uk Е у такая, что

ycjr/i.

Имеем
^ = [у]с [ид] =U[t^d,

что означает П-замкнутость А.
Обратно, пусть А П-замкнуто, а У сильно регулярно в А, и пусть 

7 — открытое покрытие А. Возьмем произвольную точку ж £ А. Су
ществует элемент Д покрытия 7 такой, что ж £ Д. В силу сильной 
регулярности У в А найдутся непересекающиеся открытые множе
ства 14 и VC в А такие, что 14Эжи1УэУ\Д. Имеем [l^jAny С Д.
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Итак, для любой точки х G X можно построить окрестность Vx и 
X такую, что пересечение [К;]хГ1У содержится в некотором элементе 
покрытия у. Рассмотрим открытое покрытие {14 : а; G X} простран
ства X. В силу Я-замкнутости X существует конечная подсистема

) ■ ■ ■, 14„, замыкания элементов которой покрывают X. Имеем

Y = ynU[14.] = U([K.]nY)cUf/i,

где [/,: — элементы покрытия 7, содержащие множества I4.. Итак, У 
компактно в X. Предложение доказано.

Пусть X — ОА'-расширение У и / — топология на X. Обозначим 
через ta ассоциированную с t полурегулярную топологию на X.

Предложение 3. Пространство (X, является О К-расширением Y. 
Доказательство. Поскольку У сильно регулярно в (X, Z), для лю
бой точки X G X и любой ее окрестности П существует окрестность 
У Э ж такая, что [У]х OY Q U (см. доказательство предложения 2). 
Следовательно, для любой точки у £ У и любой ее окрестности П £ Z 
существует канонически открытая окрестность ([У]) Е такая, что 
([У]) (Т У С [/.Значит, ограничения топологий t и на У совпадают: 
/<т|у = Иу' "Г. е. (X, 4) является расширением У'. Поскольку топо
логии t и связаны неравенством < > 4, У компактно в (X,t„). 
Предложение доказано.

Полурегулярное П-замкнутое расширение (X, является Н- 
замкнутым расширением типа сг, 6>-гомеоморфным расширению (X, t) 
[см. [2]).

Рассмотрим теперь на X топологию [jau, открытую базу которой 
образуют множества вида {ж}и(С/ПУ), где ж £ X, а [/ — окрестность 
точки ж в X в топологии t. Очевидно, что У — всюду плотное под
пространство (Х,4), причем для любой точки ж £ X ^|уи{т} = 
4|уи{г}- Следовательно, У сильно регулярно в (ХОт)- Расширение 
(Х,4) является П-замкиутым расширением катетовского типа про
странства У (см. [2]).

Итак, для любого ОА'-расширения (X, t) пространства У постро
ены два ОА-расширения (X,ta) и (Х,4), причем топологии Z, и 

связаны неравенствами > /<7- Покажем, что для любой
топологии t' на X , удовлетворяющей неравенствам 4 про
странство iX,t'} является ОА'-расширением У. В самом деле, 
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следовательно, Y является подпространством (X,/'). Если у — про
извольное открытое покрытие X в топологии t', то у является откры
тым покрытием и в топологии G, следовательно, из у можно выде
лить конечную подсистему, покрывающую У. Значит, У компактно в 
(^.по

дсказанное утверждение дает следующий способ построения не
бикомпактных ОХ-расщирений вполне регулярного пространства У. 
Пусть 6У — некоторое бикомпактное расщирение У, и пусть t — то
пология на bY. Поскольку 6У регулярно, t = Однако если нарост 
6У бесконечен, то О 7^ и, следовательно, пространство (bY, О) явля
ется небикомпактным ОА'-расщирением У. То же самое можно ска
зать и о других топологиях t' на 6У, удовлетворяющих неравенствам 
О > t' >Л. Отметим, что все примеры хаусдорфовых небикомпакт
ных ОА'-расщирений, построенные в [1], укладываются в указанную 
схему. В связи с этим представляет интерес следующий пример.

Пример. Существует полурегулярное небикомпактное ОА'-расщире- 
ние (X, i) вполне регулярного пространства У (для этого расщирения 
имеют место равенства t = , однако топология t не является биком
пактной).

Пусть У — следующее подмножество плоскости с обычной топо
логией;

У = : О < ® < 1,0 < |г/| < 1},

И пусть
= {(а?, у) : о < X < 1, |jz| < 1} и {а, 6}.

Окрестности точек я и & определим так:

Оа = {а}и{(а;,2/);0<а:<£,0<7/<1},
ОЬ = {6} и {(ж, 2/);0<ж<е, —1 < у < 0},

где е > 0. В остальных точках X зададим обычную топологию плоско
сти. Очевидно, что X является хаусдорфовым полурегулярным рас
ширением У, причем X не является бикомпактом.

Покажем, что У компактно в X. Пусть у — открытое покрытие 
X, и пусть Ua и Uij — элементы 7, содержащие точки а и 6 соответ
ственно. Тогда множество

[У\(ДаиАД]  ̂
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является бикомпактным подмножеством X, следовательно, из покры
тия 7 можно выделить конечную подсистему Ui, . . . ,Un, покрываю
щую У \ (Ua и f/j). Но тогда Ua, Ub.Ui,... ,Un — конечное покрытие 
У. Значит, X является О/<-расширением У.

Итак, выше мы показали, что для описания всех ОК-расширений 
пространства У достаточно найти все полурегулярные ОА'-расшире- 
ния.(Остальные О/<-расширения получаются по следующей схеме: 
берем полурегулярное ОА'-расширение {X,t), задаем на А произ
вольную топологию удовлетворяющую неравенствам О > У > Z = 
tff, и получаем ОА'-расширение (X,t')).

Пусть теперь У — вполне регулярное пространство, которое со
держится в А и всюду плотно в нем. Будем говорить, что У s-вполне 
регулярно в X, если для любой точки х G X пространство У U {ж} 
вполне регулярно^.

Следующие ниже теоремы дают способ построения всех полурегу- 
лярных ОА'-расширений пространства У, в которых У s-вполне ре
гулярно.

Теорема 1. Пусть X — ОК-расширение пространства Y, и пусть Y 
s-вполие регулярно в X. Тогда существует 0-совершенное неприводи
мое отобраяеение f : PY X расширения Чеха — Стоуна pY на X, 
которое тояедественно на У.

Доказательство. Известно (см., например, [2]), что расширение Че
ха — Стоуна может быть построено как пространство вполне регу
лярных концов пространства У 2 .

Пусть X — точка из А. Поскольку У s-вполне регулярно в А, 
пространство У U {ж} вполне регулярно и, следовательно, система

= {Ож П У : Ох — окрестность точки ж в А}

В силу предложения 1 s-вполне регулярность У в X можно было бы назвать 
сильной вполне регулярностью, однако этот термин уже использован в [1] для 
обозначения другого понятия.

Вполне регулярный конец — это максимальная центрированная система 
открытых множеств Y, удовлетворяющая следующему условию вполне регуляр
ности: для любого и е (, существует У G С такое, что [V] JiY\U функционально 
отделимы. На множестве /3Y вполне регулярных концов У задается топология, 
открытую базу которой образуют множества вида Оц = : U Е (,}< ВДе U от
крыто в У. Пространство вполне регулярных концов гомеоморфно расширению 
Чеха - Стоуна пространства У. Точки у £ У при этом отождествляются с вполне 
регулярными концами их окрестностей. 
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является центрированной вполне регулярной системой в У. Заметим, 
что если X и у — две различные точки из X, то системы и имеют 
непересекающиеся элементы.

Определим отображение / : pY —> X следующим образом; поло
жим /(?;) = X, если С у. Поскольку вполне регулярный конец у не 
может содержать одновременно системы и для различных точек 
X, у е X, отображение / определено однозначно. Всякая вполне регу
лярная система может быть дополнена до вполне регулярного конца, 
так что f есть отображение на X.

Покажем, что f определено на всем рУ. Пусть у G PY. Поскольку 
пространство X Я-замкнуто, множество

А = П [С/]х 
uev

непусто (см. [4]). Пусть х — некоторая точка из А. Легко видеть, что 
система является центрированной вполне регулярной системой. 
Следовательно, Ст С и, значит, f{y) = х.

Отображение / тождественно на У. В самом деле, если у — вполне 
регулярный конец окрестностей точки у G У {т. е. у = у в рУ}, то, по 
определению отображения f, f(y) = у.

Отображение / б-непрерывно. Пусть f{y) = х и Ох — произволь
ная окрестность точки х н X. Положим [/ = ОхПУ. Имеем И G у, сле
довательно, Ои — окрестность у в /?У. Покажем, что / [Оц] С [Ох]. 
Пусть ‘У Е рУ и = у [Ож]. Тогда существует окрестность Оу 
точки у такая, что От/ П Ох = 0. Положим У = Оу О У. Множество У 
является элементом 7 и УПЯ = 0. Следовательно, Оц — окрестность 
7 в рУ, для которой ОцПОс/ = Значит, 7 [Ос/] — 6*-непрерывность
f доказана.

Отображение / замкнуто как б’-непрерывное отображение биком
пакта на хаусдорфово пространство (см. [3]). Покажем, что f би
компактно. Для этого достаточно проверить замкнутость прообразов 
f~^x для любого ж G X. Пусть у f^^x, т.е. f[y) = у х. Простран
ство X хаусдорфово, следовательно, существует окрестность Оу та
кая, что ж [Оу]. В силу ^-непрерывности / найдется окрестность 
О?/ Э у, для которой /(От/) С [Оу]. Значит, /(От/) ж и, следователь
но, ОуГ]/~^х = 0. Заметим, наконец, что отображение / неприводимо, 
поскольку / тождественно отображает всюду плотное подмножество 
У С рУ на всюду плотное подмножество У С А. Теорема доказана.
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Теорема 2. Пусть Y — вполне регулярное пространство, bY — его 
бикомпактное расширение, X — полурегулярное расширение У, и 
пусть f : bY X — в-непрерывное отображение bY на X, которое 
тождественно на У. Тогда X является О К-расширением простран
ства У, причем Y s-вполне регулярно в X. Кроме того, отображение 
f в-совершенно, неприводимо и каждая точка у & Y С bY является 
точкой взаимной однозначности f, т.е. {у} = f~^ f{y)-

Д,ОКА.ЗАТЕЛЬСТВО. Замкнутость и бикомпактность отображения / в 
условиях теоремы сразу следуют из его ^-непрерывности (см. дока
зательство теоремы 1). Покажем, что f взаимно однозначно в точ
ках у € У. Предположим противное. Пусть а;е6У\У,убУи 
/(ж) = f{y). Рассмотрим непересекающиеся окрестности Г/ и У то
чек X и у в bY. В силу тождественности отображения / на У имеем 
/(УПУ) = УПУ. Множество У П У является окрестностью точ
ки у в У. Следовательно, ([У П У]х)х = Оу является окрестностью 
у в X. В силу ^-непрерывности отображения f суш.ествует окрест
ность Ux си точки X в bY такая, что f(Ux) С [Оу]- Следовательно, 
f(Ux CY) = Ux CY С [Оу] = [У n У], причем Ux UY <l). С дру
гой стороны, Ux nY С ?7ПУ и((7ПУ)П(УПУ) = Ч), так что 
(Ux П У) П [У П У] = 0 — противоречие.

Неприводимость / легко следует из взаимной однозначности f 
на У.

Известно, что ^-непрерывный образ бикомпакта является //-зам
кнутым пространством (см. [2]). Так что пространство X есть Н- 
замкнутое расширение У. Остается проверить s-вполне регулярность 
У в X.

Пусть X — точка из X \ У. Положим В = и обозначим под
пространства ВиУ С 6У и У и {ж} С X через Ув и У^ соответственно. 
Пусть Ох — произвольная канонически открытая окрестность точки 
ж в X, и пусть У = Ох П У. Покажем, что точка ж функционально 
отделима в Ур от множества У \ У — s-вполне регулярность У тем 
самым будет доказана.

Рассмотрим множество В U У в Yb и покажем, что оно явля
ется окрестностью В в Yb- В силу ^-непрерывности / существует 
окрестность ОВ множества В в bY, для которой fOB С [О2:]. Тогда 
f^OB С Ох, поскольку окрестность Ох канонически открыта. Далее

/(OS П Ув) = f*(OB П Yb) cOxUY^ = {ж} U У.
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Таким образом, О В П Ув С В U У и, значит, В U V открыто в Ув- 
Пространство Ув вполне регулярно, поэтому его бикомпактное под
множество В функционально отделимо от подмножества У \У, т.е. су
ществует непрерывная функция 9? : Ув [0,1] такая, что ‘fi(B) = {0} 
и Viy) = 1 при у £ У \ У. Определим теперь функцию : У^, [0, 1]
по формуле

^>(2) = Z G У„.
Легко видеть, что 'll) — искомая непрерывная функция на У^, отде
ляющая а; от У \ У. Теорема доказана.
Замечание. Требование полурегулярности пространства X в теоре
ме 2 существенно. Рассмотрим следующий пример. Пусть

6У = {(ж, у) : |а;| < 1, |у| < 1}

— квадрат на плоскости, У = bY \ {(0, 0)}, и пусть на У и 6У задана 
обычная топология плоскости. В качестве хаусдорфова расширения 
X пространства У Возьмем тот Же квадрат, только окрестности его 
присоединенной центральной тоНкИ р = (0,0) зададим так:

Ор = О{р, е) \ {(ж, 0) : |ж| >0}, е > 0

(окрестности точки р — это круги с разрезом вдоль оси ж). Легко 
видеть, что тождественное отображение f : bY -->■ X удовлетворяет 
условиям теоремы, однако X не является ОА'-расширением У.

Пусть 6У — бикомпактное расширение вполне регулярного про
странства У, и пусть Д — разбиение bY на замкнутые подмножества, 
все нетривиальные элементы которого лежат в наросте 6У\У. Следуя 
В. В. Федорчуку [3], введем на фактор-множестВе bY/R топологию 
следующим образом: объявим открытыми базисными множествами в 
bY/R множества вида p^ U, где р : bY bY/R — проекция и [/ — про
извольное открытое подмножество в bY. Полученное топологическое 
пространство обозначим через (6У/Д, Очевидно, Что У содержит
ся в [bY/R, в качестве всюду плотного подмножества.
Теорема 3. Для любого бикомпакгиого расширения bY вполне ре
гулярного пространства У и любого разбиения R пространства bY 
на замкнутые подмножества, все нетривиальные элементы которо
го лежат в bY\Y, прЬстранство (bY! R, является полурегулярньнИ 
О К-расширением Y, причем У s-вполне регулярно в (bY/R, Более 
того, расширёВйя вида (bY/R,//'j исчерпывают все нолурегулярйые 
ОК-расширенйя Пространства У , в которых Y s-вполне регулярно. 
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Доказательство. В силу результатов, полученных в [2], простран
ство (bY/R, #) является хаусдорфовым полурегулярным расширени
ем У, а отображение р : bY {bY/R,:ff:) — ^-непрерывно. Следова
тельно, в силу теоремы 2 {bY/R,^) является О/<-расширением У, 
причем У «-вполне регулярно в (bY/R,

Пусть теперь X — некоторое полурегулярное ОА'-расширение 
У и У «-вполне регулярно в Л'. В силу теоремы 1 существует в- 
совершенное неприводимое отображение / ; fiY X, которое тожде
ственно на У и, значит, для любой точки 1/ G У f~^/(у) = {?/}. Рас
смотрим разбиение Д пространства /?У, элементами которого явля
ются множества f~^x, х Е X, и покажем, что расширение X D Y го- 
меоморфно расширению (/?У/Д, #). Для этого достаточно показать, 
что множества вида f^U, где t/ открыто в /?У, образуют базу то
пологии X. Возьмем произвольное канонически открытое множество 
У С X и точку X Е У. В силу ^-непрерывности f существует окрест
ность и множества в f8Y такая, что f(U) Е [У]. Следовательно,

С [У]. В силу канонической открытости У С У, кроме того, 
ж G . Итак, множества образуют базу X. Теорема доказана.

Resume

In this paper have established a connection between OA'-extensions in 
A. V. Archangelsky sense and H-closed extensions. It has given a description of 
all semy-regular OA'-extensions of the completly regular space У as of ^-perfect 
irreducible images of Stone-Cech extension fiY.
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